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Оценка ковариационной матрицы: постановка задачи

‚ X,X1, . . . ,Xn – н. о. р. случайные векторы в Rd

‚ EX “ 0, EXXJ “ Σ

‚ Размерность пространства d велика и может превосходить n

Цель: оценить ковариационную матрицу Σ по выборке pX1, . . . ,Xnq
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Оценка ковариационной матрицы: субгауссовский случай

Стандартная оценка – выборочная ковариационная матрица

pΣ “
1
n

n
ÿ

i“1

XiXJi

Точность оценивания: если X1, . . . ,Xn – субгауссовские случайные векторы, то

›

›

›

pΣ´ Σ
›

›

›
À }Σ}

˜

c

d ` lnp1{δq
n

_
d ` lnp1{δq

n

¸

с вероятностью не менее p1´ δq (см., например, [Vershynin, 2012, Corollary 5.50])

Обозначение: f À g и g Á f равносильны f “ Opgq

Замечание: оценка становится бессодержательной, когда d ą n
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Как преодолеть проклятие размерности I: структура Σ

Первый способ преодоления проклятия размерности – сделать предположения о
структуре ковариационной матрицы Σ

‚ разреженные ковариационные матрицы [Bickel and Levina, 2008a],
[Cai and Zhou, 2012], [Fan et al., 2015]

‚ ленточные ковариационные матрицы [Bickel and Levina, 2008b], [Cai et al., 2010]

‚ теплицевы ковариационные матрицы [Xiao and Wu, 2012], [Cai et al., 2013]

‚ ковариационные матрицы со структурой произведения Кронекера
[Tsiligkaridis and Hero, 2013], [Leng and Pan, 2018]
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Как преодолеть проклятие размерности II: распределение X

Предположение L2-ψ2-эквивалентности: существует такое κ ą 0, что для любого
u P Rd выполнено неравенство

}uJX}ψ2 ď κ
?
uJΣu, где }uJX}ψ2 “ inf

!

t ą 0 : Eepu
JXq2{t2 ď 2

)

Безразмерные оценки: если выполнено условие L2-ψ2-эквивалентности, то, каково
бы ни было δ P p0, 1q, с вероятностью не менее p1´ δq, выполнено

›

›

›

pΣ´ Σ
›

›

›
À }Σ}

˜

c

rpΣq ` lnp1{δq
n

_
rpΣq ` lnp1{δq

n

¸

, где rpΣq “
TrpΣq
}Σ}

(см., например, [Koltchinskii and Lounici, 2017])

Правая часть неравенства не зависит от d !
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Основные тенденции

‚ Структурные предположения отошли на второй план

‚ Больше внимания уделяется безразмерным оценкам

‚ Техника доказательств значительно эволюционировала за последние 10 лет

‚ Результаты помогают лучше понять феномены, возникающие в задаче
перепараметризованной многомерной регрессии
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Обзор литературы

pΣ “
1
n

n
ÿ

i“1

XiXJi

[Kannan et al., 1997]: если X1, . . . ,Xn распределены равномерно на выпуклом теле K,

E
›

›

›

pΣ´ Σ
›

›

›
À

d
?
n

[Rudelson, 1999]: при тех же предположениях

E
›

›

›

pΣ´ Σ
›

›

›
À

c

ln d
n

´

E}X}ln n
¯1{ ln n
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Обзор литературы

pΣ “
1
n

n
ÿ

i“1

XiXJi

Результат [Kannan et al., 1997] был улучшен в ряде работ:

‚ [Bourgain, 1999]

‚ [Giannopoulos et al., 2005]

‚ [Paouris, 2006]

‚ [Adamczak et al., 2010]
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Обзор литературы

pΣ “
1
n

n
ÿ

i“1

XiXJi

[Adamczak et al., 2011]: если X1, . . . ,Xn имеют лог-вогнутое распределение, то
›

›

›

pΣ´ Σ
›

›

›
À

c

d
n

с вероятностью ě 1´ e´Op
?
dq

[Vershynin, 2012, Corollary 5.50]: если X1, . . . ,Xn – субгауссовские случайные векторы,
›

›

›

pΣ´ Σ
›

›

›
À }Σ}

˜

c

d ` lnp1{δq
n

_
d ` lnp1{δq

n

¸

с вероятностью ě p1´ δq

[Tropp, 2012, Vershynin, 2012]: если }Xi} ď R почти наверное для всех 1 ď i ď n, то
›

›

›

pΣ´ Σ
›

›

›
À

c

R}Σ} lnpd{δq
n

_
R lnpd{δq

n
с вероятностью ě p1´ δq
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Обзор литературы

Предположение L2-ψ2-эквивалентности: существует такое κ ą 0, что для любого
u P Rd выполнено неравенство

}uJX}ψ2 ď κ
?
uJΣu, где }uJX}ψ2 “ inf

!

t ą 0 : Eepu
JXq2{t2 ď 2

)

Если выполнено условие L2-ψ2-эквивалентности, то с вероятностью не менее p1´ δq

‚ [Adamczak, 2015], [Koltchinskii and Lounici, 2017]:

›

›

›

pΣ´ Σ
›

›

›
À }Σ}

˜

c

rpΣq ` lnp1{δq
n

_
rpΣq ` lnp1{δq

n

¸

, где rpΣq “
TrpΣq
}Σ}

‚ [Bunea and Xiao, 2015]:

›

›

›

pΣ´ Σ
›

›

›

F
À }Σ}rpΣq

˜

c

lnp2{δq
n

_
lnp2{δq

n

¸

, где rpΣq “
TrpΣq
}Σ}
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Обзор литературы

Предположение L2-ψ2-эквивалентности: существует такое κ ą 0, что для любого
u P Rd выполнено неравенство

}uJX}ψ2 ď κ
?
uJΣu, где }uJX}ψ2 “ inf

!

t ą 0 : Eepu
JXq2{t2 ď 2

)

‚ [Zhivotovskiy, 2024]: если выполнено условие L2-ψ2-эквивалентности,

›

›

›

pΣ´ Σ
›

›

›
ď 20κ2}Σ}

˜

c

rpΣq ` lnp1{δq
n

_
rpΣq ` lnp1{δq

n

¸

с вероятностью ě p1´ δq

‚ [Han, 2022]: если X1, . . . ,Xn „ N p0,Σq, то

E
›

›

›

pΣ´ Σ
›

›

›
ď }Σ}

˜

1`O

˜

1
a

rpΣq

¸¸˜

2

c

rpΣq
n

`
rpΣq
n

¸

где rpΣq “
TrpΣq
}Σ}
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Предположения

Предположение о распределении X: существует ω ą 0, такая что случайный
вектор ξ “ Σ´1{2X удовлетворяет неравенству

›

›ξJVξ ´ TrpV q
›

›

ψ1
ď ω}V}F для всех V P Rdˆd (1)

ψs-норма Орлича, s ě 1: }η}ψs “ inf
 

t ą 0 : Ee|η|s{ts ď 2
(

Примеры: данное предположение выполнено для

‚ многомерного нормального распределения

‚ распределений, удовлетворяющих нер-ву Хэнсона-Райта [Hanson and Wright, 1971]

‚ распределений, удовлетворяющих свойству выпуклой концентрации [Adamczak, 2015]
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Предположения

Утверждение

Пусть ε1, . . . , εd – независимые радемахеровские случайные величины, η „
Bep1{2q. Рассмотрим случайный вектор ξ “ pξ1, . . . , ξdq

J с компонентами ξi “?
2εiη, 1 ď i ď d . Тогда:
‚ Eξ “ 0 и EξξJ “ Id ;
‚ для любого u P Rd выполнено

›

›ξJu
›

›

2
ψ2
ď 16E}ξJu}2{3;

‚ существует матрица V P Rdˆd , такая что

E
`

ξJVξ ´ EξJVξ
˘4
“ d2 }V}4F .

Вывод: предположение (1) более строгое, чем требование L2 ´ ψ2-эквивалентности
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Основные результаты

Теорема: (П., Носков, Спокойный)

Пусть выполнено предположение (1). Зафиксируем δ P p0, 1q и обозначим

RpΣ, δq “
3rpΣq
2
?
2
`

1
2

a

rpΣ2q ` 2
a

e logp3{δq

Допустим, что объем выборки n удовлетворяет неравенствам

6ω}Σ}RpΣ, δq ď
?
n и rpΣq2 RpΣ, δq2

ˆ

RpΣ, δq2

4
` 3

˙

ď 36n

Тогда с вероятностью не менее p1´ δq выполнено

›

›

›

pΣ´ Σ
›

›

›

2

F
´E

›

›

›

pΣ´ Σ
›

›

›

2

F
ă

4}Σ}2

n
max

"

b

2
`

64ω2rpΣ2q2 ` p8ωq4rpΣ4q
˘

logp3{δq, 4eτ logp3{δq
*
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Основные результаты

Теорема: (П., Носков, Спокойный)

Пусть выполнено условие (1). Предположим, что Σ, ω и δ P p0, 1q удовлетворяют соот-
ношениям

TrpΣq2 _ logp8{δq
nρ2max

Ñ 0,
rpΣq6

n
Ñ 0 и

rpΣq logp8{δq
?
n

Ñ 0 при nÑ8.

Тогда с вероятностью не менее p1´ δq выполнено
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

}pΣ´ Σ}2F

E}pΣ´ Σ}2F
´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

À τ max

#

a

logp8{δq
rpΣq ´ 1

,
logp8{δq

rpΣq
`

rpΣq ´ 1
˘

+
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Примеры

X “ Σ1{2ξ

Пример 1: ξi „ ppxq, ppxq9e´|x|1p|x| ď 6q Пример 2: ξ „ UpSd´1q

Рис.: Концентрация }pΣ´ Σ}2F{E}pΣ´ Σ}2F в окрестности 1 с ростом rpΣq
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Примеры

Пример 3: X “ Σ1{2ξ, ξi “
?
2εiη, η „ Bep1{2q, ε1, . . . , εd – независимые

радемахеровские случайные величины

Рис.: Отсутствие концентрации }pΣ´ Σ}2F{E}pΣ´ Σ}2F в окрестности 1 с ростом rpΣq
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Основные идеи доказательства: шаг 1

Гауссовское распределение – ключ к безразмерным оценкам

Лемма

Зафиксируем произвольные положительные ζ and λ, и пусть Γ – случайная
матрица, компоненты которой – независимые стандартные нормальные слу-
чайные величины. Тогда, для любой матрицы A P Rdˆd , удовлетворяющей
неравенству }ΣAΣ}F ď ζ , и любого β ą 1, выполнено

EΓ exp
!?

λTrpΓJΣ1{2AΣ1{2q

)

1

´

}Σ1{2ΓΣ1{2}F ď ζ
?
λ`

a

β TrpΣq
¯

ě
β ´ 1
β

exp
!

λ}Σ1{2AΣ1{2}2F{2
)
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Основные идеи доказательства: шаг 1

Взяв β “ 2 и применив лемму к матрице H “
?
n Σ´1{2

´

pΣ´ Σ
¯

Σ´1{2, получаем

Eeλ}Σ
1{2H Σ1{2}2F{21 p}ΣH Σ}F ď ζq

ď 2 Ee
?
λTrpΓJΣ1{2H Σ1{2q

1

´

}Σ1{2ΓΣ1{2}F ď ζ
?
λ`

?
2TrpΣq

¯

“ 2 Eenφp
?
λΣ1{2ΓΣ1{2{

?
nq
1

´

}Σ1{2ΓΣ1{2}F ď ζ
?
λ`

?
2TrpΣq

¯

,

где
ϕpUq “ logE exp

 

ξJUξ
(

, ξ “ Σ´1{2X
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Основные идеи доказательства: шаг 2

Лемма

Пусть распределение X1, . . . ,Xn удовлетворяет (1). Тогда
ˇ

ˇ

@

∇3ϕpOq,Ub3
Dˇ

ˇ ď p8ωq3}U}3F,
ˇ

ˇ

@

∇4ϕpV q,Ub4
D
ˇ

ˇ ď p8ωq4}U}4F для всех }V}F ď 1{p6ωq

Благодаря лемме можем оценить вероятности больших уклонений:

P
´

}Σ1{2H Σ1{2}F ě ζ
¯

“

8
ÿ

k“1

P
´

ek´1ζ ď }Σ1{2H Σ1{2}F ă ekζ
¯

ď

8
ÿ

k“1

P
´

}Σ1{2H Σ1{2}F ě ek´1ζ и }ΣH Σ}F ď ekζ}Σ}
¯

ď 2
8
ÿ

k“1

e´λek´1ζ Eenφp
?
λΣ1{2ΓΣ1{2

{
?
nq
1

´

}Σ1{2ΓΣ1{2}F ď ekζ
?
λ`

?
2TrpΣq

¯

Коллоквиум ФКН, НИУ ВШЭ, 10 декабря, 2024 22



Содержание

1 Введение

2 Свойства выборочной ковариационной матрицы pΣ

3 Безразмерные оценки для структурированных матриц

Коллоквиум ФКН, НИУ ВШЭ, 10 декабря, 2024 23



Напоминание

Два способа преодоления проклятия размерности:

‚ cделать предположения о структуре ковариационной матрицы Σ
([Bickel and Levina, 2008a], [Cai et al., 2010], [Xiao and Wu, 2012],
[Tsiligkaridis and Hero, 2013], [Fan et al., 2015] и др.)

‚ сделать дополнительные предположения о распределении X1, . . . ,Xn

([Adamczak, 2015], [Bunea and Xiao, 2015], [Koltchinskii and Lounici, 2017],
[Han, 2022], [Zhivotovskiy, 2024])

Вопрос: можно ли совместить 2 способа преодоления проклятия размерности?
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Предположения I

Структурное предположение – модель суммы произведений Кронекера

Σ “ Φ1 bΨ1 ` . . .` ΦK bΨK , (2)

где Φ1,Ψ1, . . . ,ΦK ,ΨK – симметричные положительно полуопределенные матрицы,
Φj P Rpˆp, Ψj P Rqˆq для всех j P t1, . . . ,Ku и pq “ d

Произведение Кронекера матриц A P Rpˆq и B P Rrˆs:

Ab B “

¨

˚

˝

a11B . . . a1qB
... . . . ...

ap1B . . . apqB

˛

‹

‚

P Rprˆqs
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Предположения II

Предположение о распределении X: существует ω ą 0, такая что случайный
вектор ξ “ Σ´1{2X удовлетворяет неравенству

lnE exp
!

ξJV pΣ´1{2ξq ´ TrpV q
)

ď ω2}V}2F (3)

при всех V P Rdˆd с нормой Фробениуса }V}F ď 1{ω

Замечание. Условие эквивалентно
›

›ξJVξ ´ TrpV q
›

›

ψ1
ď ω1}V}F для всех V P Rdˆd
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Оператор переформировки

Переформировка – стандартный способ работы с произведениями Кронекера

Определение: оператор переформировки

Пусть M – матрица размера pq ˆ pq с блочной структурой

M “

¨

˚

˝

Mp1, 1q . . . Mp1, pq
... . . . ...

Mpp, 1q . . . Mpp, pq

˛

‹

‚

, где Mpi, jq P Rqˆq для всех i, j P t1, . . . , pu.

Оператор переформировки R : Rpqˆpq Ñ Rp2ˆq2 определен следующим обра-
зом: ppj ´ 1qp` iq-ая строка RpMq равна vecpMpi, jqqJ

Здесь и далее vec – оператор, соединяющий столбцы матрицы в один вектор
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Оператор переформировки

Свойства оператора переформировки R:

‚ R – линейный оператор
‚ R задает изометрию между pRpqˆpq, } ¨ }Fq и pRp2ˆq2 , } ¨ }Fq

‚ существует обратный оператор R´1

‚ если M “ Ab B, где A P Rpˆp и B P Rqˆq, то RpMq “ vecpAqvecpBqJ.

Следствия:

‚ RpΣq – матрица малого ранга

‚ для любой оценки rΣ выполнено равенство
›

›

›

rΣ´ Σ
›

›

›

F
“

›

›

›
RprΣq ´RpΣq

›

›

›

F
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Оценки пенализованного метода наименьших квадратов:

Ранговая пенализация [Masak et al., 2022]:

qΣ “ R´1pqRq, где qR P argmin
RPRp2ˆq2

"

›

›

›
R ´RppΣq

›

›

›

2

F
` λ rankpRq

*

, pΣ “
1
n

n
ÿ

i“1

XiXJi

Пенализация ядерной нормой [Tsiligkaridis and Hero, 2013]:

rΣ “ R´1prRq, где rR P argmin
RPRp2ˆq2

"

›

›

›
R ´RppΣq

›

›

›

2

F
` λ}R}˚

*

, pΣ “
1
n

n
ÿ

i“1

XiXJi (4)

Замечание: обе оценки qR и rR имеют явный вид и могут быть выражены через
сингулярные числа и векторы матрицы RppΣq
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Точность оценивания

[Tsiligkaridis and Hero, 2013]: если X1, . . . ,Xn „ N p0,Σq и Σ представима в виде
суммы K произведений Кронекера (2), то неравенство

›

›

›

rΣ´ Σ
›

›

›

2

F
À

K
`

p2 ` q2 ` lnp1{δq
˘

n
_

K
`

p2 ` q2 ` lnp1{δq
˘2

n2

выполнено с вероятностью не менее 1´ δ

Теоретическая верхняя оценка на }qΣ´ Σ}2F из работы [Masak et al., 2022]
асимптотическая и не дает улучшений по сравнению с неструктурированным
случаем

Вопрос: можно ли доказать аналогичную безразмерную оценку?
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Основной результат

Теорема: (П., Рахуба, 2024)

Предположим, что центрированный случайный вектор X удовлетворяет предположению (1)
и что ковариационная матрица Σ представима в виде суммы K произведений Кронекера (2).
Зафиксируем δ P p0, 1q, для которого выполнено

1
2n

ˆ

max
1ďjďK

rpΦjq
2
` max

1ďjďK
rpΨjq

2
˙

`
lnp4{δq

n
ď 1

и выберем произвольное λ P R, такое что

λ ě 2ω

˜

K
ÿ

j“1

}Φj}}Ψj}

¸

d

13
2n

ˆ

max
1ďjďK

rpΦjq2 ` max
1ďjďK

rpΨjq2

˙

`
13 lnp4{δq

n

Тогда, с вероятностью не менее p1´ δq, оценка rΣ, определенная в (4), удовлетворяет неравенству
›

›

›

rΣ´ Σ
›

›

›

2

F
ă

3λ2K
2
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Замечания

‚ При правильном выборе параметра λ ą 0 получаем оценку
›

›

›

rΣ´ Σ
›

›

›

2

F
À

K
n

˜

K
ÿ

j“1

}Φj}}Ψj}

¸2
ˆ

max
1ďjďK

rpΦjq
2 ` max

1ďjďK
rpΨjq

2 ` lnp1{δq
˙

‚ Безразмерная оценка согласуется с верхней оценкой [Tsiligkaridis and Hero, 2013]

‚ Скорость сходимости заметно быстрее по сравнению с неструктурированным
случаем: вместо

TrpΣq2 “

˜

K
ÿ

j“1

}Φj}}Ψj}rpΦjqrpΨjq

¸2

(см., например, [Bunea and Xiao, 2015])

имеем

K

˜

K
ÿ

j“1

}Φj}}Ψj}

¸2
ˆ

max
1ďjďK

rpΦjq
2 ` max

1ďjďK
rpΨjq

2
˙
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Основные идеи доказательства: шаг 1

Теорема: [Tsiligkaridis and Hero, 2013, Theorem 2]

Если λ ě 2}RppΣ´ Σq}, то

›

›

›

rR ´RpΣq
›

›

›

2

F
ď inf

R

"

}R ´RpΣq}2F `
p1`

?
2q2

4
λ2rankpRq

*

ď
p1`

?
2q2

4
λ2K .

Для доказательства безразмерной верхней оценки достаточно ограничить
операторную норму RppΣ´ Σq
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Основные идеи доказательства: шаг 2

С помощью несложных алгебраических преобразований }RppΣ´ Σq} можно
представить в виде супремума эмпирического процесса

Лемма

Пусть случайные матрицыX,X1, . . . ,Xn размера pqˆpq таковы, что vecpXq “ X
и vecpXiq “ Xi для всех i P t1, . . . , nu. Тогда

›

›

›
RppΣ´ Σq

›

›

›
“ sup

UPRpˆp,VPRqˆq

}U}F“}V}F“1

#

1
n

n
ÿ

i“1

Tr
`

XJi VJXiU
˘

´ ETr
`

XJVJXU
˘

+
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Ключевой шаг: PAC-байесовское вариационное неравенство

Лемма: PAC-байесовское вариационное неравенство

Пусть X,X1, . . . ,Xn – н. о. р. случайные элементы на измеримом пространстве
X . Пусть Θ – пространство параметров с заданной на нем (априорным) рас-
пределением µ. Пусть f : X ˆ Θ Ñ R. Тогда с вероятностью не менее 1 ´ δ
неравенство

Eθ„ρ
1
n

n
ÿ

i“1

f pXi,θq ď Eθ„ρ lnEXef pX,θq `
KLpρ, µq ` lnp1{δq

n

выполнено одновременно для всех ρ ! µ.
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Ключевой шаг: PAC-байесовское вариационное неравенство

›

›

›
RppΣ´ Σq

›

›

›
“ sup

UPRpˆp,VPRqˆq

}U}F“}V}F“1

#

1
n

n
ÿ

i“1

Tr
`

XJi VJXiU
˘

´ ETr
`

XJVJXU
˘

+

Основная идея – рассмотреть U и V как математические ожидания усеченной
гауссовской меры

ρU,V pX ,Yq 9 µpX ´ U,Y ´ V q1 rpX ,Yq P ΥU,V s ,

где ΥU,V – центрально симметричное отностительно pU,V q множество,

µpX ,Yq “
αp2{2βq

2{2

p2πqp2{2`q2{2
exp

"

´
α

2
}X}2F ´

β

2
}Y}2F

*

, X P Rpˆp, Y P Rqˆq,

α “ max
1ďjďK

rpΦjq
2, β “ max

1ďjďK
rpΨjq

2
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Ключевой шаг: PAC-байесовское вариационное неравенство

Зафиксируем ν ą 0

Согласно вариационному PAC-байесовскому неравенству,

sup
UPRpˆp,VPRqˆq

}U}F“}V}F“1

#

ν

n

n
ÿ

i“1

Tr
`

XJi VJXiU
˘

´ νEXTr
`

XJVJXU
˘

+

ď sup
UPRpˆp,VPRqˆq

}U}F“}V}F“1

#

EpP,Qq„ρU,V ln
“

EX exp
 

νTr
`

XJQJXP
˘

´ νEXTr
`

XJQJXP
˘(‰

`
KLpρU,V , µq ` lnp1{δq

n

+

с вероятностью не менее p1´ δq
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Заключительный шаг

В условиях Теоремы, выполнено

EpP,Qq„ρU,V lnEX exp
 

νTr
`

XJQJXP
˘

´ νEXTr
`

XJQJXP
˘(

ď 13ω2ν2

˜

K
ÿ

j“1

}Φj}}Ψj}

¸2

для всех ν, удовлетворяющих неравенству

13ω2ν2

˜

K
ÿ

j“1

}Φj}}Ψj}

¸2

ď 1

Кроме того,

KLpρU,V , µq ď 2 ln 2`
1
2

ˆ

max
1ďjďK

rpΦjq
2 ` max

1ďjďK
rpΨjq

2
˙

для всех }U}F “ }V}F “ 1
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