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Îïðåäåëåíèå ðÿäà Ôàðåÿ

Ðÿä Ôàðåÿ : Φ(Q) =

{
a

b
: 0⩽ a⩽ b⩽Q, (a, b) = 1

}
Èíäóêòèâíîå ïîñòðîåíèå:

Φ(1) =

{
0

1
,
1

1

}
Ïóñòü ðÿä Φ(Q − 1) óæå ïîñòðîåí, è

c

d
<

a

b
- ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà ñîñåäíèõ

äðîáåé â Φ(Q − 1).

Ìåäèàíòà:
c + a

d + b

Äëÿ íå¼ âñåãäà èìååì
c

d
<

c + a

d + b
<

a

b
.

Åñëè d + b⩽Q, òî ìåäèàíòà âêëþ÷àåòñÿ â ðÿä Φ(Q). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

äðîáè
c

d
<

a

b
îñòàþòñÿ ñîñåäíèìè è â Φ(Q).

Ñëåäñòâèå: åñëè
c

d
<

a

b
- ñîñåäè â Φ(Q), òî âñåãäà

b + d > Q
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Ïðèìåðû

Φ(2) =

{
0

1
,
1

2
=

0 + 1

1 + 1
,
1

1

}
Φ(3) =

{
0

1
,
1

3
,
1

2
,
2

3
,
1

1

}
Φ(4) =

{
0

1
,
1

4
,
1

3
,
1

2
,
2

3
,
3

4
,
1

1

}
Φ(5) =

{
0

1
,
1

5
,
1

4
,
1

3
,
2

5
,
1

2
,
3

5
,
2

3
,
3

4
,
4

5
,
1

1

}
Φ(6) =

{
0

1
,
1

6
,
1

5
,
1

4
,
1

3
,
2

5
,
1

2
,
3

5
,
2

3
,
3

4
,
4

5
,
5

6
,
1

1

}
Φ(7) =

{
0

1
,
1

7
,
1

6
,
1

5
,
1

4
,
2

7
,
1

3
,
2

5
,
3

7
,
1

2
,
4

7
,
3

5
,
2

3
,
5

7
,
3

4
,
4

5
,
5

6
,
6

7
,
1

1

}
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Ìîäóëÿðíîå ñâîéñòâî

Ïóñòü
c

d
<

a

b
� ïàðà ñîñåäíèõ äðîáåé â ðÿäå Ôàðåÿ Φ(Q).

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (ìîäóëÿðíîå ñâîéñòâî):

ad − bc = 1.

Íàïðèìåð:

4

7
<

3

5
⇒ 3 · 7 − 4 · 5 = 1 (Q = 7)

9

29
<

5

16
⇒ 5 · 29 − 9 · 16 = 1 (Q = 31)

29

882
<

17

517
⇒ 17 · 882 − 29 · 517 = 1 (Q = 1000)

(äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ðÿäà Φ(1) è óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè ñâîéñòâî

âûïîëíÿëîñü äëÿ ïàðû
c

d
<

a

b
, òî îíî ñîõðàíèòñÿ è ïðè çàìåíå

ñîîòâåòñòâóþùåé äðîáè ìåäèàíòîé).
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Ôóíêöèÿ Ýéëåðà è ðÿä Ôàðåÿ

×èñëî äðîáåé â ðÿäå Ôàðåÿ, êîòîðûå èìåþò îäèí è òîò æå çíàìåíàòåëü q

ðàâíî êîëè÷åñòâó ÷èñåë a ðÿäà 1, 2, 3, . . . , q − 1, q, âçàèìíî-ïðîñòûõ ñ q.

Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ φ(q).

Ôóíêöèÿ φ(q) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà.

Ñîîòâåòñòâåííî, ðÿä Φ(Q) ñîäåðæèò

N = N(Q) = |Φ(Q)| = 1 + φ(1) + φ(2) + φ(3) + . . . + φ(Q) äðîáåé

N(Q) = c · Q2 + O(Q lnQ),

c =
1

2

( +∞∑
n=1

1

n2

)−1

=
∏
p

(
1 −

1

p2

)
=

3

π2
.
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Òðîéêè ñîñåäíèõ çíàìåíàòåëåé

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïîäðÿä èäóùèõ äðîáåé ðÿäà Φ(9), íàïðèìåð:

· · · <
2

9
<

1

4
<

2

7
<

1

3
<

3

8
<

2

5
<

3

7
<

4

9
<

1

2
<

5

9
< · · ·

è òðîéêè ñîñåäíèõ çíàìåíàòåëåé:

(q0, q1, q2) q0 + q2 q1 k
(9,4,7) 9+7=16 4 4
(4,7,3) 4+3=7 7 1
(7,3,8) 7+8=15 3 5
(3,8,5) 3+5=8 8 1
(8,5,7) 8+7=15 5 3
(5,7,9) 5+9=14 7 2
(7,9,2) 7+2=9 9 1
(9,2,9) 9+9=18 2 9

×èñëî k =
q0 + q2

q1
- âñåãäà öåëîå

Îíî íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì äðîáè Ôàðåÿ a1/q1: kQ(a1/q1) = k.
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Èíäåêñû

Èíäåêñ äðîáè ìîæíî âû÷èñëÿòü è ïî ôîðìóëå:

k =

[
q0 + Q

q1

]
.

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî äëÿ èíäåêñà k â âèäå

k =

[
1 + q0/Q

q1/Q

]
.

Òàê êàê
0 < q0, q1 ⩽ Q, q0 + q1 > Q,

òî ÷èñëà x =
q0

Q
, y =

q1

Q
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì:

0 < x ⩽ 1, 0 < y ⩽ 1, x + y =
q0 + q1

Q
> 1.
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Òðåóãîëüíèê Ôàðåÿ

Òî÷êà (x, y) =

(
q0

Q
,
q1

Q

)
ëåæèò â ¾òðåóãîëüíèêå Ôàðåÿ¿ T � îáëàñòè

âèäà

Ïðè ýòîì:

q2 = kq1 − q0 ⇒
q2

Q
= k ·

q1

Q
−

q0

Q
= ky − x =

[
1 + x

y

]
y − x

M.A. Êîðîë¼â Ðÿäû Ôàðåÿ



Ïðåîáðàçîâàíèå Ôàðåÿ

Èäåÿ (F. Boca, C. Cobeli, A. Zaharescu): îïðåäåëèòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
(x, y) ∈ T ïðåîáðàçîâàíèå Ôàðåÿ (BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå) T = T (x, y)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T (x, y) = (y, ky − x), k =

[
1 + x

y

]
.

Òîãäà

T

(
q0

Q
,
q1

Q

)
=

(
q1

Q
,
q2

Q

)
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåîáðàçîâàíèå T ïîçâîëÿåò ñäâèãàòüñÿ âïðàâî âäîëü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíàìåíàòåëåé:

T 2

(
q0

Q
,
q1

Q

)
=

(
q2

Q
,
q3

Q

)
, T 3

(
q0

Q
,
q1

Q

)
=

(
q3

Q
,
q4

Q

)
, . . .
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ôàðåÿ

Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôàðåÿ:

T : T → T áèåêòèâíî;

T íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì;

T ñîõðàíÿåò ïëîùàäè.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ôàðåÿ

Ñîõðàíåíèå ïëîùàäè: îïðåäåëèì îáëàñòü T (k) ⊂ T óñëîâèåì:

[
1 + x

y

]
= k.

Îáëàñòè T (k), k = 1, 2, 3, . . ..

Âíóòðè T (k) áóäåì èìåòü:
∂T (x, y)

∂(x, y)
=

(
0 1
−1 k

)
, det

∂T (x, y)

∂(x, y)
= 1.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ôàðåÿ

Îáëàñòè T (k), k = 1, 2, 3, . . ..

Òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè
(
1
2
, 4
5

)
,
(
2
3
, 8
9

)
,
(
4
5
, 2
5

)
è åãî îáðàç ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôàðåÿ.
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Ïðèìåðû çàäà÷

(1) A. Haynes (2000): Ïóñòü k ⩾ 1 - ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, Nk(Q) - ÷èñëî
äðîáåé ðÿäà Φ(Q), èíäåêñ êîòîðûõ ðàâåí k. Íàéòè àñèìïòîòèêó äîëè

Nk(Q)

N(Q)
ïðè Q → +∞.

(2) Ïóñòü γn, 1 ⩽ n ⩽ N(Q) - äðîáè ðÿäà Φ(Q). Íàéòè àñèìïòîòèêó ñóììû
êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé:

N∑
n=1

(γn+h − γn)2

h = 1 - S. Kanemitsu, S.R.C. Rao, S.R. Sarma (1982); h = 2 - R. Hall (1994);
h ⩾ 3 - ëþáîå � F. Boca, C. Cobeli, A. Zaharescu (2001).

(3) F. Boca, C. Cobeli, R. Gologan (2002): Íàéòè àñèìïòîòèêó ñóìì
ïðîèçâåäåíèé èíäåêñîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè:∑

γn∈Φ(Q)
γn⩽t

kQ(γn)kQ(γn+h), ãäå 0 < t ⩽ 1.
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Ïðèìåðû çàäà÷

Ïóñòü γ0 =
a0

q0
< γ1 =

a1

q1
< γ2 =

a2

q2
- ñîñåäíèå äðîáè ðÿäà Φ(Q).

Òîãäà èíäåêñ ìîæíî âû÷èñëÿòü è ïî ôîðìóëå:

kQ(γ1) = a2q0 − a0q2.

Åñëè äëÿ γ =
a

q
è γ′ =

a′

q′ ñ óñëîâèåì γ′ < γ ïîëîæèòü

∆(γ′, γ) = aq′ − a′q, òî òîãäà

∆(γ0, γ1) = 1 (ìîäóëÿðíîå ñîîòíîøåíèå), ∆(γ0, γ2) = kQ(γ1) (èíäåêñ).

Îáîáùåíèå: âåëè÷èíû

∆(γn, γn+h), h = 3, 4, . . ..
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Ïðèìåðû çàäà÷

Ïóñòü A - íåêîòîðîå àðèôìåòè÷åñêîå óñëîâèå, è Φ(Q;A) - óïîðÿäî÷åííûå ïî
âîçðàñòàíèþ äðîáè èç Φ(Q), çíàìåíàòåëè q êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò A.

Äëÿ òàêîãî ¾ïðîðåæåííîãî¿ ðÿäà Ôàðåÿ ñòàâèòñÿ âîïðîñ î ÷èñëå òåõ ïàð
ñîñåäíèõ äðîáåé γ′ < γ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ∆(γ′, γ) = k.

(4) A. Haynes (2003); F. Boca, C. Cobeli, A. Zaharescu (2003):

A : q ≡ 1 (mod 2)

(5) A. Haynes (2004):

A : Í.Î.Ä.(q,D) = 1, D = p - ïðîñòîå.

(6) Ä. Áàäÿãèí, A. Haynes (2009):

A : Í.Î.Ä.(q,D) = 1, D - ëþáîå.
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Ïðèìåðû çàäà÷

Ìåòîä F. Boca, C. Cobeli, A. Zaharescu ñâîäèò ïîäñ÷¼ò ÷èñëà íóæíûõ äðîáåé ê
ïîäñ÷¼òó ÷èñëà ïðèìèòèâíûõ òî÷åê â íåêîòîðûõ ïëîñêèõ ïîäîáëàñòÿõ
òðåóãîëüíèêà Ôàðåÿ.

Ïîýòîìó â áîëüøèíñòâå çàäà÷ îòâåò (àñèìïòîòèêà äëÿ äîëè èñêîìûõ äðîáåé â
îáùåì ÷èñëå äðîáåé), êîòîðûé äà¼ò ýòîò ìåòîä, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
(êàê êîíå÷íóþ, òàê è áåñêîíå÷íóþ) ïëîùàäåé îáëàñòåé âèäà

T (k⃗) = T (k1, . . . , kr) =

= T (k1)
⋂

T−1
(
T (k2)

)⋂
T−2

(
T (k3)

)⋂
. . .

⋂
T−(r−1)

(
T (kr)

)
.

Êàæäàÿ èç ýòèõ îáëàñòåé çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è ïîòîìó
ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïóñòûì ìíîæåñòâîì, ëèáî âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì.
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Íîâûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü óñëîâèå A èìååò âèä: q ≡ 0 (mod 3). Ìåæäó ëþáûìè ñîñåäíèìè
äðîáÿìè γ′, γ èç Φ(Q;A) èìååòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî äðîáåé èç èñõîäíîãî ðÿäà
Φ(Q).

Ïðèìåð: â Φ(31) èìååòñÿ ïðîìåæóòîê äëèíû 10, íå ñîäåðæàùèé äðîáåé
Ôàðåÿ ñî çíàìåíàòåëÿìè, êðàòíûìè 3:

8

27
<

3

10
<

7

23
<

4

13
<

9

29
<

5

16
<

6

19
<

7

22
<

8

25
<

9

28
<

10

31
<

1

3
.

Ïóñòü ν(Q; r) - äîëÿ òàêèõ ïàð, ìåæäó êîòîðûìè èìååòñÿ ðîâíî r äðîáåé, â
îáùåì ÷èñëå äðîáåé èç Φ(Q;A).
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Íîâûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà. Ïóñòü Q → +∞ è 1 ⩽ r ≪ (Q/ lnQ)1/3. Òîãäà

ν(Q; r) = ν(r) + O

(
lnQ

Q

)
, ãäå

ν(1) = 6 − 2

(
π
√

3
+ ln 3

)
, ν(2) = 4

(
π
√

3
− ln 3

)
−

87

35

ν(3) = 12 ln 3 −
53 132

4095
, ν(4) =

528 904

45 045
− 4

(
π
√

3
+ ln 3

)
,

ν(5) = 2

(
π
√

3
− ln 3

)
−

4 164 383

3 063 060
, ν(6) =

3 089

85 085
,

ν(7) =
54 097

3 879 876
.
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Íîâûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå). Åñëè

r ⩾ 8, r = 5m + i, ãäå 0 ⩽ i ⩽ 4,

òî ν(r) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ èëè òð¼õ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé,
çàâèñÿùèõ îò m. Íàïðèìåð, ïðè i = 1 ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå èìååò
âèä:

ν(5m + 1) =
6(8m − 1)

(3m − 1)(6m − 1)(12m − 1)(12m + 1)
+

2

(6m − 1)(6m + 1)(12m − 1)
.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è â ñëó÷àÿõ, êîãäà óñëîâèå A èìååò âèä

q ≡ 1 (mod 3) è q ≡ 2 (mod 3),

à òàêæå â ñëó÷àå
q ≡ 1 (mod 2)

âïåðâûå ðàññìîòðåíîì C. Cobeli, M. V�aj�aitu, A. Zaharescu (2012; r ⩽ 3).
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Íîâûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü óñëîâèå A èìååò âèä: q ̸≡ 0 (mod 3), è ïóñòü ν(k) = ν(k;A) -
ïðåäåëüíàÿ äîëÿ ñîñåäíèõ äðîáåé γ′, γ ðÿäà Φ(Q;A) òàêèõ, ÷òî
∆(γ′, γ) = k.

A. Haynes (2004) ïîêàçàë, ÷òî

ν(k) =


7

9
, åñëè k = 1,

8

3k(k + 1)(k + 2)
, åñëè k ⩾ 2.

Áûëè ïîëó÷åíû àíàëîãè ýòîãî ðåçóëüòàòà:
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Íîâûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà. Ïóñòü óñëîâèå A èìååò âèä: q ≡ 0 (mod 3), è ïóñòü
ν(3k) = ν(3k;A) - ïðåäåëüíàÿ äîëÿ ñîñåäíèõ äðîáåé γ′, γ ðÿäà Φ(Q;A)
òàêèõ, ÷òî ∆(γ′, γ) = 3k. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

ν(3k) =


7

9
, åñëè k = 1,

8

3k(k + 1)(k + 2)
, åñëè k ⩾ 2.
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Íîâûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà Ïóñòü óñëîâèå A èìååò âèä: q ≡ 1 (mod 3). Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà:

ν(1) =
1

2
, ν(3) =

11

65

ν(4) =
1

15
, ν(5) =

94

1 365
,

ν(7) =
916

15 015
, ν(8) =

3

182
,

ν(9) =
566

15 015
, ν(10) =

3

260
,

ν(11) =
8

715
, ν(13) =

18 199

881 790
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîëåé íåìîíîòîííà:

ν(5) > ν(4), ν(9) > ν(8), ν(13) > ν(11)

M.A. Êîðîë¼â Ðÿäû Ôàðåÿ



Íîâûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå). Äëÿ îñòàâøèõñÿ k ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

ν(k) =



0, k ≡ 0, 2 (mod 6), k ̸= 8,

24

k(k + 3)(k + 6)
+

24

k(k + 2)(k + 4)
, åñëè k ≡ 1 (mod 6),

24

k(k + 2)(k + 4)
, åñëè k ≡ 3, 5 (mod 6),

24

k(k + 3)(k + 6)
, åñëè k ≡ 4 (mod 6).

M.A. Êîðîë¼â Ðÿäû Ôàðåÿ



ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!

M.A. Êîðîë¼â Ðÿäû Ôàðåÿ


