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Введение

В работе рассматриваются отображения действующие на квадратных матрицах

над полем Mn(F) и их подмножестве группе невырожденных матриц GLn(F),
с дополнительными ограничениями. В некоторых задачах на отображения

навешивается свойство линейности, иногда требуется биективность. Нас

будет интересовать вопрос описания отображений сохраняющих различные

свойства матриц и отношения на них. Например, отображения сохраняющие

определитель матриц, их вырожденность или ранг, а также отношение

когерентности, вырожденность суммы или разности.

Формальная постановка

Мы будем касаться следующих задач:

Задача А Дана функция F : Mn(F) → V , где V = F или V = Fm. Описать вид

(обратимого) (линейного) отображения ϕ : Mn(F) → Mn(F) сохраняющего

F , то есть удовлетворяющего условию:

F (A) = F (ϕ(A)), для любого A ∈ Mn(F)

Задача Б Дано подмножество матриц S ⊂ Mn(F). Описать вид (обратимого)

(линейного) отображения ϕ : Mn(F) → Mn(F) сохраняющего S, то есть

удовлетворяющего условию ϕ(S) ⊆ S.

Задача В Дано отношение ∼ на Mn(F). Описать вид (обратимого) (линейного)

отображения ϕ : Mn(F) → Mn(F) сохраняющего ∼, то есть

удовлетворяющего условию:

A ∼ B ⇔ ϕ(A) ∼ ϕ(B), для любых A, B ∈ Mn(F)

Часто отображения будут иметь стандартный вид 1, 2:

A 7→ MAτN, где M, N ∈ Mn(F), τ ∈ Aut(F) (1)

A 7→ M(Aτ)T N, где M, N ∈ Mn(F), τ ∈ Aut(F) (2)

ПодAτ подразумевается применение ко всем элементамматрицыA отображения

τ . Данная операция нелинейна, поэтому в случае линейных отображений, τ = id.

Известные результаты

1. Результат Фробениуса [3]. Линейные отображения, сохраняющие

определитель матриц, имеют вид 1, 2, где det(MN) = 1, τ = id.
2. Результат Дьедонне [2]. Обратимые линейные отображения, сохраняющие

невырожденные матрицы, имеют вид 1, 2, где det(MN) 6= 0, τ = id.
3. Результат Маркуса и Пурвеса 1 [7]. Если F – алгебраически замкнуто, то

линейные отображения, сохраняющие невырожденные матрицы, имеют

вид 1, 2, где det(MN) 6= 0, τ = id.
4. Результат Маркуса и Пурвеса 2 [7]. Если F – алгебраически замкнуто, то

линейные отображения, сохраняющие множество собственных значений

матрицы, имеют вид 1, 2, где M = N−1, τ = id.
5. Результат Хиай [4]. Линейные отображения, сохраняющие отношения

подобных матриц, имеют вид:

A 7→ aSAS−1 + b(tr A)E, A 7→ aSAT S−1 + b(tr A)E или A 7→ (tr A)B,

где a, b ∈ F, S ∈ GLn(F), B ∈ Mn(F).
Матрицы A, B – подобны, если ∃P ∈ GLn(F) : B = PAP −1

Известные результаты

6. Результат Хуа [5]. Обратимые отображения, сохраняющие отношение

когерентности, имеют вид

A 7→ MAτN + R, где M, N ∈ Mn(F), τ ∈ Aut(F) (3)

A 7→ M(Aτ)T N + R, где M, N ∈ Mn(F), τ ∈ Aut(F) (4)

, где det(MN) 6= 0.
Матрицы A, B – когерентны, если rk(A − B) = 1.

7. Следствие. Обратимые отображения, сохраняющие ранг разности пар

матриц, то есть являющиеся изометрией с расстоянием d(A, B) = rk(A − B),
имеют вид 3, 4, где det(MN) 6= 0.

8. Результат Костара, Гутермана, Максаева и Промыслова [1]. Если |F| > 2, то
обратимое отображение ϕ, сохраняющее для пары матриц A, B
вырожденность A + λB для фиксированного λ, то есть

det(A + λB) = 0 ⇔ det(ϕ(A) + λϕ(B)) = 0 имеет вид 1 или 2, где det(NM) 6= 0
в случае, если λ 6= −1, и 3 или 4, если λ = −1.

Сведение отображений, сохраняющих вырожденность
суммы, к отображениям сохраняющим когеренстность.

Некоторые локальные свойства отображений следуют из других. Например,

свойство изометрии отображения следует из свойства сохранения отношения

когерентности, а свойство сохранения когерентности следует из свойства

сохранения вырожденности суммы. Рассмотрим набросок доказательства

следующей теоремы представленной в статье [1].

Формулировка теоремы

Если |F| > 2 и обратимое отображение ϕ : Mn(F) → Mn(F) сохраняет

вырожденность суммы, то есть удовлетворяет свойству det(A + B) = 0 ⇔
det(ϕ(A) + ϕ(B)) = 0, то данное отображение сохраняет и когерентность, то

есть rk(A − B) = 1 ⇔ rk(ϕ(A) − ϕ(B)) = 1.

Краткий план доказательства

Введем обозначения: N (S) = {A | ∀B ∈ S, det(A + B) = 0}, `(A, B) = {A + λ(B −
A) | λ ∈ F}. N (S) будем называть соседями S, а `(A, B) – прямой, проходящей

через A, B.

Тогда оказывается, что N (N ({A, B})) =

{
{A, B}, если rk(A − B) > 1
`(A, B), если rk(A − B) = 1

.

Непосредственно из этого факта будет следовать то что нам нужно, ибо

ϕ(N (S)) = N (ϕ(S)), а в силу |F| > 2, `(A, B) 6= {A, B}, то есть множество

соседей соседей для пара когерентных матриц под действием отображения

останется прямой, значит эти матрицы должны перейти в когерентные и

наоборот.

Для доказательства этого факта необходимо несколько вспомогательных

утверждений:

1. Пусть A, B – два оператора действующих на V, если из линейной

независимости x, y ∈ V следует линейная зависимость Ax, By, то A = 0 или
B = 0 или Im A = Im B и имеет размерность 1.

2. Если A, B – две матрицы из Mn(F) ранга 1 и Im A = Im B, Im AT = Im BT , то

A = µB, для µ ∈ F.
3. Если A, B – две различные матрицы Mn(F), и X ∈ N (N ({A, B})), то из

линейной независимости x, y ∈ Fn следует линейная зависимость

(A − X)x, (B − X)y.

Случай невырожденных матриц

Отображения действующие на невырожденных матрицах исследованы мало.

Такие отображения теряют некоторые свойства, например, для них неверна

линейность, однако их изучение представляет интерес.

Рассмотрим сохранение отображением на невырожденных матрицах свойства

вырожденности суммы. Помимо применения автоморфизмов, транспонирования

и домножения слева/справа на невырожденные матрицы, которые сохраняют

данное свойство, можно применять обращения матриц. Таким образом вид

отображений 1, 2 расширяется следующими видами:

A 7→ M(Aτ)−1N, где M, N ∈ Mn(F), τ ∈ Aut(F) (5)

A 7→ M(Aτ)−T N, где M, N ∈ Mn(F), τ ∈ Aut(F) (6)

На примерах малых полей было проверено, что любое обратимое отображение

невырожденных матриц, сохраняющее вырожденность суммы имеет один из

видов 1, 2, 5 или 6.

Также получено, что в случае матриц 2 × 2 из свойства сохранения

вырожденности суммы следует свойство сохранение когерентности. Для

этого метод, предложенный для отображений на Mn(F) был модифицирован под
невырожденные матрицы.

Помимо этого, верно, что из сохранения когерентности следует свойство

изометрии, как это было выполнено в случае всех матриц Mn(F).
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