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𝑞-деформированные вещественные числа
S. Morier-Genoud & V. Ovsienko, 2019
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𝑞-деформированные вещественные числа
Пример

«Золотое сечение»:

[𝜑]𝑞 = [1 +
√
5

2
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⋱

= 1 + 𝑞2 − 𝑞3 + 2𝑞4 − 4𝑞5 + 8𝑞6 − 17𝑞7 +𝑂(𝑞8) =

= 𝑞2 + 1 − 1 +√𝑞4 + 2𝑞3 − 𝑞2 + 2𝑞 + 1
2𝑞
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Определители Ганкеля

𝑓(𝑥) = ∑
∞

𝑛=1
𝑓𝑛𝑥𝑛

Δ(𝑙)
𝑛 (𝑓) ≔

|
|
|
|
| 𝑓𝑙
𝑓𝑙+1
⋮

𝑓𝑙+𝑛−1

𝑓𝑙+1
𝑓2
⋮

𝑓𝑙+𝑛

⋯
⋯
⋰
⋯

𝑓𝑙+𝑛−1
𝑓𝑙+𝑛
⋮

𝑓𝑙+2𝑛−2|
|
|
|
|
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Металлические сечения
Периодичность определителей Ганкеля

Теорема (Ovsienko & Pedon, 2023; Han & Penon, 2025)
Для 𝑓(𝑞) = [𝑘; 𝑘,…]𝑞 при 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘 + 1 выполнено:
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• Соотношение Гейла-Робинсона:

Δ(𝑙)
𝑛+2𝑘+2Δ(𝑙)

𝑛 = Δ(𝑙)
𝑛+2𝑘+1Δ
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𝑛+1 − (Δ(𝑙)

𝑛+𝑘+1)
2
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Постановка задачи

Последовательности Δ(𝑙)
𝑛  — это диагонали 𝐶-таблицы.

Задача: исследовать 𝐶-таблицы 𝑞-деформаций металлических се-
чений в целом и Δ(𝑙)

𝑛  в частности.

Гипотеза (нули в 𝐶-таблице [𝑘; 𝑘,…]𝑞):

• Блоки нулей встречаются в периодом 2𝑘(𝑘 + 1) вдоль диагонали

• В периоде 2𝑘 блоков 𝑘 × 𝑘 и два блока (𝑘 + 1) × (𝑘 + 1)

• Блоки 𝑘 × 𝑘 окружены ±1
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Постановка задачи
𝐶-таблица

𝐶[𝐿/𝑀] ≔

|
|
|
|
|
|𝑓𝐿−𝑀+1

𝑓𝐿−𝑀+2

⋮
𝑓𝐿

𝑓𝐿−𝑀+2

𝑓𝐿−𝑀+3

⋮
𝑓𝐿+1

⋯
⋯
⋰
⋯

𝑓𝐿
𝑓𝐿+1

⋮
𝑓𝑀+𝐿−1|

|
|
|
|
|

= Δ(𝐿−𝑀+1)
𝑀
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«Блочная теорема» (Padé, 1892): нули в 𝐶-таблице встречаются
квадратными блоками, окруженными ненулевыми элементами.
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«Звездное соотношение» (Frobenius, 1881):

𝐶[𝐿/𝑀]2 = 𝐶[𝐿 − 1/𝑀]𝐶[𝐿 + 1/𝑀] − 𝐶[𝐿/𝑀 − 1]𝐶[𝐿/𝑀 + 1].
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Постановка задачи
Пример: 𝐶-таблица [𝜑]𝑞

L
M 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1 1 1 1
1 1 0 1 −1 2
2 −1 1 −1 1 0 0
3 −1 1 0 1 0 0 −2
4 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 3
5 −2 0 0 −1 0 −1 1 −4
6 0 0 1 −1 1 −1 0 0
7 2 1 −1 0 −1 0 0 4
8 −3 1 1 1 1 1 1
9 4 0 0 1 0 1
10 0 0 −1 1 −1
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Полученные результаты

• Гипотеза подтверждена для 𝑘 = 1, 2

• Получена новая интерпретация имеющихся результатов

Идея доказательства: понять, как меняется 𝐶-таблица при дробно-
линейном действии порождающих матриц PSL(2, ℤ)𝑞 :

• 𝑅 = (𝑞
0

1
1) сдвигает налево область над главной диагональю

• 𝐿 = (𝑞
𝑞

0
1) действует аналогично, но под главной диагональю

Кроме того, 𝐶-таблица [𝑘; 𝑘,…]𝑞 почти симметрична.
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Полученные результаты
Идея доказательства

L
M 0 1 2 3 4 5 6
0
1
2
3
4
5
6

Симметрия: при 𝐿 ≥ 𝑀 + 𝑘

𝐶[𝐿/𝑀] = ±𝐶[𝑀 + 1/𝐿]

L
M 0 1 2 3 4 5 6
0
1
2
3
4
5
6

Сдвиг: при 𝑙 = 𝑘, 𝑘 + 1

𝐶[𝐿 − 𝑙/𝑀] = 𝐶[𝐿 − 𝑙 + 2𝑘/𝑀]
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Дальнейшее развитие

• Доказать гипотезу для всех металлических сечений

• Произвольные квадратичные иррациональности: когда есть пе-
риодичность?

• Исследовать появление нулей в 𝐶-таблицах 𝑞-деформаций про-
извольных чисел
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