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Постановка задачи

Оценка операторной нормы:

A ∈ Rn×n, x ∼ Rn,

∥A∥2 = sup
∥x∥2=1

∥Ax∥2.

Применения:

Число обусловленности.

Чувствительность матричных функций.

Регуляризация нейросетей.
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Ограничения

Общие:

Sparse представление матрицы.

Только матвек-операции x 7→ Ax.

x ∼ N(0, In).

Связанные со случайностью:

Работа с гауссовскими квадратичными формами.

Необходимо строгое теоретическое обоснование.
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Статистика Диксона: теория

Статистика имеет вид

Tθ(A,x) = θ(x⊤Amx),

Известная теоретическая оценка

P
(
Tθ(A, x) ≤ ∥A∥2

)
≤

√
2

π
θ−m/2.

Ключевые преимущества:
Оценка является равномерной по A.
При независимых xi можно брать maxi Tθ(A, xi)
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Статистика Диксона: практика
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Рис. 2.1: классический метод — эмпирика vs. теор оценка

Ключевые недостатки:
Оптимальное значение вероятности достигается на ранге 1.
Оценка на полноранговых матрицах получается
пессимистичной.
При больших m (> 10) теряется преимущество в виде
возможности параллелизации.

Ряполов Д.В. (НИУ ВШЭ) Новый метод для оценки операторной нормы матрицы сверху15 мая 2025 г. 6 / 15



Адаптация степенного метода

Статистика:
Pθ(A,x) = θ ∥ATAx∥2

∥Ax∥2 .

При работе над проектом получена теоретическая оценка.

Theorem (1)

Пусть ρ =

∑k
i=2 σ

2
i

σ2
1

, F - кумулятивная функция. Тогда для θ ≥ 1

справедливо

P (Pθ(A, x) ≤ ∥A∥) ≤ Fχ2
1

(
ρ

θ2 − 1

)
.

Зависимость оценки от ρ противоположна Диксону.
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Новый метод «Counterbalance»

Объединяет классический и степенной:

Bθ(x1, x2) =

√
(Pθ(A, x1))

2 + (Tθ(A, x1))
2,

Theorem (2)
Пусть ξ21 ∼ ξ22 ∼ N(0, 1), ξ21 ⊥⊥ ξ22 . Тогда справедливо

P (Bθ(x1, x2) ≤ ∥A∥) ≤∫ θ−2

0
Fξ21

(
ρt

1− t

)
pξ21+I[ρ≥θ−2]ρξ22

(
θ−2 − t

)
dt.
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Новый метод: теория

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

2.25

2.50

2.75

3.00

3.25

3.50

3.75

4.00

re
la

tio
n

relation between vanilla probability and counterbalance probabilty

Рис. 5.1: отношение априорных вероятностей
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Новый метод: практика
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Рис. 5.1: отношение априорных вероятностей
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Эксперименты: сравнение плотностей

Плотности оценок при θ = 5, p = 0.001:
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Рис. 5.2: сверточный слой
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Рис. 5.3: производная Фреше

Ряполов Д.В. (НИУ ВШЭ) Новый метод для оценки операторной нормы матрицы сверху15 мая 2025 г. 11 / 15



Адаптация Hutch++

Проектор Q = Ax1
∥Ax1∥ . Статистика:

Hθ(A, x1, x2) = θ
√

∥QQ⊤A∥22 + ∥(I −QQ⊤)Ax2∥22.

Theorem (3)
Пусть rkA = 2. Тогда справедливо

P (Hθ(A, x1, x2) ≤ ∥A∥2) ≤
0.1125

θ(θ2 − 1)
.
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Адаптация Hutch++
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Рис. 5.4: Сравнение констант
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Рис. 5.5: эмпирическая плотность
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Заключение и перспективы

Заключение
Новые равномерно улучшают константу для априорной
вероятности.
Показана полезность методов на репрезентативных примерах.
Предложен новый подход для преодоления тривиальных
оптимальных случаев.

Перспективы
Теоретическое обоснование адаптации Hutch++ для
произвольного ранга.
Расширение алгоритмов на онлайн формат.
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