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Введение

Этот курс посвящен изучению действий групп на множествах. По
определению, группа действует на множестве, если каждому ее эле-
менту сопоставляется преобразование этого множества и это сопостав-
ление уважает групповые операции.

Исторически группы в математике возникли именно как группы
преобразований. Определение группы как множества с бинарной опе-
рацией, удовлетворяющей определенным требованиям, появилось на-
много позже. Оно стало результатом аксиоматизации классических ма-
тематических дисциплин в первой половине XX века. С формальным
определением проще работать, его удобно использовать для препода-
вания и последующего контроля знаний студентов. И все же при пере-
ходе к полной формализации мы теряем часть содержательной матема-
тики. Данная брошюра написана вполне в духе абстрактной алгебры.
Но одна из целей, которую ставит перед собой автор, состоит в напол-
нении формальных понятий и конструкций живыми результатами и
примерами, возникающими при изучении действий групп.

В первом разделе мы фиксируем необходимые определения и об-
суждаем базовые конструкции, связанные с действиями групп. Оказы-
вается, каждое транзитивное действие группы G реализуется как дей-
ствие G левыми сдвигами на множестве левых смежных классов G/H
группы G по подгруппе H. Далее, два таких действия изоморфны тогда
и только тогда, когда соответствующие подгруппы сопряжены в G.

Несколько фактов, изложенных в этом разделе, могут оказаться но-
выми и для студентов, уже изучавших действия групп. Например, мы
описываем ядро неэффективности действия группы G на G/H, а также
находим группу биекций на этом множестве, коммутирующих с дей-
ствием группы G.

В разделе  мы переходим к кратно транзитивным действиям. Пусть
m — натуральное число. Говорят, что действие группы G на множе-
стве X является m-транзитивным, если для любых двух упорядоченных
наборов (x1, …, xm) и ( y1, …, ym) попарно различных элементов из X
найдется элемент группы G, переводящий первый набор во второй.
В качестве примера: обычное рассуждение в геометрии — что условие
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задачи сохраняется, например, преобразованиями подобия, а потому
данные точки можно считать началом координат и точкой (1, 0) — ис-
пользует 2-транзитивность действия группы преобразований подобия
на плоскости.

Ясно, что естественное действие группы подстановок Sn на множе-
стве из n элементов n-транзитивно. Если ограничить это действие на
подгруппу четных подстановок An, мы получим (n − 2)-транзитивное
действие. Также нетрудно проверить, что группа аффинных преобра-
зований векторного пространства V , порожденная линейными преоб-
разованиями и параллельными переносами, действует 2-транзитивно
на V . Линейные преобразования векторного пространства V индуци-
руют преобразования проективного пространства P(V). Группа таких
преобразований действует 2-транзитивно на P(V), если пространство
P(V) как минимум двумерно, и 3-транзитивно, если P(V) — это проек-
тивная прямая. Рассматривая такие действия над различными конеч-
ными полями, мы получим бесконечно много примеров 2-транзитив-
ных и 3-транзитивных действий конечных групп.

Оказывается, что конечные группы подстановок, отличные от Sn

и An, не более чем 5-транзитивны. При этом к числу 5-транзитивных
групп (к уже упомянутым Sn и An) добавляются только две новые груп-
пы подстановок, и еще две группы подстановок являются 4-транзитив-
ными. Эти группы были открыты в XIX веке и называются группами
Матьё. Они входят в число 26 спорадических конечных простых групп.

В конце раздела  мы доказываем, что если группа G действует на
множестве X эффективно и 2-транзитивно, то любая неединичная нор-
мальная подгруппа в G действует на X транзитивно. Отсюда вытекает,
что если G допускает эффективное 2-транзитивное действие, то центр
группы G тривиален.

Действие группы G на множестве X называется бесконечно тран-
зитивным, если оно m-транзитивно для любого натурального чис-
ла m. В разделе  мы обсуждаем, какие группы допускают эффектив-
ные бесконечно транзитивные действия, и приводим примеры таких
действий. В частности, рассматриваются бесконечно транзитивные
действия свободных групп. Также мы доказываем, что если группа G
действует на множестве X эффективно и бесконечно транзитивно, то
любая неединичная нормальная подгруппа в G действует на X беско-
нечно транзитивно.

В разделе  мы рассматриваем действия групп несколько другого
типа. А именно, изучаются группы полиномиальных автоморфизмов
аффинного пространства и, в большей общности, аффинных алгебра-
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ических многообразий. Такие группы играют важную роль в алгебраи-
ческой геометрии. Мы доказываем, что начиная с размерности  груп-
па полиномиальных автоморфизмов действует на аффинном простран-
стве бесконечно транзитивно, и обсуждаем, как этот результат можно
перенести на аффинные гиперповерхности и другие многообразия.

Раздел  посвящен бесконечной транзитивности действий подгрупп
группы полиномиальных автоморфизмов аффинного пространства.
Рассматриваются подгруппы, порожденные небольшим числом одно-
параметрических подгрупп, каждая из которых порождена мономиаль-
ным оператором дифференцирования. Неожиданно, что бесконечная
транзитивность для случая двух подгрупп, действующих на A2, реали-
зуется, только если один из мономов первой, а другой второй степени.
Бесконечная транзитивность порожденного несколькими мономиаль-
ными подгруппами действия — пока малоизученный эффект, и с ним
связано несколько интересных открытых вопросов.

В последнем разделе, который мы назвали приложением, собраны
основные определения и факты о группах. Этот короткий раздел не
предназначен для изучения теории групп. Мы рекомендуем читателю
до чтения основного текста прочитать приложение — это позволит со-
гласовать используемые термины и обозначения. Если материал при-
ложения покажется новым и сложным, мы советуем предварительно
проработать один из учебников по основам теории групп.

Каждый раздел снабжен определенным числом задач разной сте-
пени сложности. В конце текста мы приводим указания к некоторым
задачам. Рекомендуем читателю прорешать все задачи, это будет по-
лезно для усвоения изложенного материала.

Брошюра подготовлена на основе материалов курсов, прочитан-
ных на летней школе «Современная математика» в Ратмино в  и
 годах. Автор благодарен слушателям курсов за интерес к теме,
полезные комментарии и множество стимулирующих вопросов. От-
дельно хотелось бы поблагодарить организаторов летней школы за
настойчивую рекомендацию написать эту брошюру и содействие в
подготовке текста.
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. Действия групп

.. Действие, орбита, стабилизатор

Начнем с определений основных понятий этого курса.

Оïðåäåëåíèå . Действие Gx X группы G на множестве X — это
такое отображение G× X→ X , (g, x) 7→ gx, что

) оно согласовано с операцией в группе, т. е. g1(g2x)= (g1g2)x для
любых g1, g2 ∈G, x ∈ X ;

) нейтральный элемент действует тождественно, т. е. ex = x для
любого x ∈ X .

Заметим, что условие  не следует из условия . Например, можно
положить gx равным фиксированному элементу x0 множества X для
любых g ∈G и x ∈ X . Тогда условие  выполняется, а условие  — нет.

Если задано действие, то каждый элемент g ∈ G определяет отоб-
ражение lg : X→ X , x 7→ gx. Это отображение биективно, поскольку из
условий  и  следует, что отображение lg−1 является для него обрат-
ным.

Более того, задание действия группы G на множестве X равносиль-
но заданию гомоморфизма β из группы G в группу биекций S(X) мно-
жества X с операцией композиции. В самом деле, условие ) показы-
вает, что отображение G→ S(X), переводящее элемент g ∈ G в биек-
цию lg, является гомоморфизмом групп. Обратно, если задан гомомор-
физм β : G→ S(X), то отображение действия G× X→ X можно опреде-
лить по формуле (g, x) 7→ β(g)(x).

С каждым действием группы связаны следующие объекты.

Оïðåäåëåíèå . Орбитой элемента x ∈ X под действием группы G
называется подмножество

Gx= {gx | g ∈G}.

Легко видеть, что отношение «точки x и y лежат в одной G-орбите»
является отношением эквивалентности на множестве X — свойства ре-
флексивности, симметричности и транзитивности вытекают из опре-
деления действия. Это показывает, что каждое действие G на X опре-
деляет разбиение множества X на непересекающиеся орбиты.
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Оïðåäåëåíèå . Стабилизатор элемента x ∈ X— это подмноже-
ство

St(x)= {g ∈G | gx= x}.

Ясно, что St(x) является подгруппой группы G. Ниже мы увидим,
что любая подгруппа в G реализуется как стабилизатор некоторой точ-
ки для подходящего действия группы G.

Легко проверить, что стабилизатором точки gx является подгруппа
St(gx)= gSt(x)g−1. Это показывает, что стабилизаторы точек из одной
орбиты сопряжены и любая подгруппа, сопряженная подгруппе St(x),
является стабилизатором некоторой точки из орбиты Gx. Другими сло-
вами, множество стабилизаторов точек на одной G-орбите — это класс
сопряженности подгрупп в группе G. В частности, если St(x) — нор-
мальная подгруппа в G, то стабилизаторы всех точек из орбиты Gx
совпадают. Например, это так, если группа G коммутативна.

.. Свойства и описания действий

Нам будут полезны несколько понятий, связанных с действиями
групп.

Оïðåäåëåíèå . Действие группы G на множестве X транзитив-
но, если для любых x1, x2 ∈ X существует такой элемент g ∈ G, что
gx1 = x2. Другими словами, транзитивное действие — это действие с
одной орбитой.

Оïðåäåëåíèå . Действие группы G на множестве X свободно, ес-
ли условие «gx= x для некоторых g ∈G и x ∈ X» влечет g= e.

Это означает, что любой элемент группы G, кроме нейтрального,
сдвигает все точки множества X , или, равносильно, стабилизатор лю-
бой точки равен {e}.

Оïðåäåëåíèå . Действие группы G на множестве X эффективно,
если условие «gx= x для любого x ∈ X» влечет g= e.

В этом случае только нейтральный элемент оставляет все точки
на месте, или, эквивалентно, пересечение всех стабилизаторов три-
виально: ⋂

x∈X

St(x)= {e}.

Ясно, что каждое свободное действие эффективно, а для коммута-
тивных групп каждое транзитивное эффективное действие свободно.

Оïðåäåëåíèå . Ядро неэффективности действия группы G на
множестве X — это подгруппа

K = {g ∈ G | gx= x ∀x ∈ X}.





Легко видеть, что K — нормальная подгруппа в группе G. Она сов-
падает с ядром гомоморфизма действия β : G→ S(X). Действие эффек-
тивно в том и только в том случае, когда его ядро неэффективности
тривиально, или, другими словами, гомоморфизм β : G→ S(X) являет-
ся вложением.

Заметим, что действие группы G на множестве X определяет дей-
ствие факторгруппы G/K на X , заданное формулой (gK)x= gx. Послед-
нее действие является эффективным.

.. Важные примеры

Приведем три примера действий произвольной группы G на себе,
т. е. положим X = G.

) Левые сдвиги: (g, x) 7→ gx; здесь gx — произведение элементов в
группе.

) Правые сдвиги: (g, x) 7→ xg−1. При умножении именно на g−1

выполнено требование согласованности с операцией:

(xg−1
2

)g−1
1
= x(g1g2)−1.

) Сопряжения: (g, x) 7→ gxg−1.
Действия левыми и правыми сдвигами транзитивны и свободны.

А вот действие сопряжениями для неединичной группы G транзитив-
ным и свободным не является: одна из орбит этого действия состо-
ит только из элемента e, и стабилизатор этого элемента совпадает со
всей группой. Стабилизатором элемента x ∈G является централизатор
ZG(x) элемента x в группе G. В частности, стабилизатор любого эле-
мента нетривиален, поскольку любой неединичный элемент коммути-
рует как минимум сам с собой. Ядром неэффективности этого действия
будет центр Z(G) группы G. Это показывает, что фактически сопряже-
ниями действует факторгруппа G/Z(G).

Орбиты действия сопряжениями называют классами сопряженно-
сти в группе G. Разбиение группы на классы сопряженности — это
каноническая стратификация, которая очень полезна при изучении
структуры группы.

Группы биекций S(X) всевозможных множеств X важны как мини-
мум тем, что любая группа реализуется в качестве подгруппы такой
группы.

Тåîðåìà (Кýëè). Любая группа G изоморфна подгруппе группы би-
екций S(G).

Дîêàçàòåëüñòâî. Рассмотрим действие группы G на себе левыми
сдвигами. Разные элементы группы определяют разные биекции, по-
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скольку у единицы при таких сдвигах разные образы. Следовательно,
гомоморфизм действия β : G→ S(G) инъективен, и группа G изоморф-
на своему образу β(G) в группе S(G).

Применительно к конечным группам теорема Кэли утверждает, что
каждая конечная группа G изоморфна подгруппе группы Sn, где n= |G|.

.. Изоморфизмы действий

Пришло время сказать, какие действия мы считаем одинаковыми.

Оïðåäåëåíèå . Действия Gx X1 и Gx X2 группы G изоморфны,
если существует такая биекция γ : X1→ X2, что γ(gx)= gγ(x) для лю-
бых g ∈G и x ∈ X .

Легко проверить, что в этой ситуации стабилизаторы точек x и γ(x)

совпадают.
Поскольку любое множество X с действием группы G является объ-

единением непересекающихся орбит, можно сказать, что любое дей-
ствие складывается из транзитивных действий. В качестве первого ша-
га при изучении действий естественно описать все транзитивные дей-
ствия данной группы G во внутренних терминах самой группы.

Для этого заметим, что для любого действия группы G на множе-
стве X и для любой орбиты Gx имеется биекция между точками орбиты
и левыми смежными классами группы G по стабилизатору точки x:

Gx↔ G/St(x), gx↔ gSt(x).

Более того, если обозначить эту биекцию буквой ϕ, то

g′ϕ(gx)= g′(gSt(x))= (g′g)St(x)=ϕ(g′g).

Это показывает, что транзитивное действие Gx Gx изоморфно дей-
ствию группы G на множестве левых смежных классов G/St(x) левыми
сдвигами.

Пðåäëîæåíèå . Классы изоморфизма транзитивных действий
данной группы G находятся во взаимно однозначном соответствии с
классами сопряженности подгрупп группы G.

Дîêàçàòåëüñòâî. Мы уже показали, что каждое транзитивное дей-
ствие изоморфно действию группы G на множестве левых смежных
классов G/H по некоторой подгруппе H. Остается доказать, что два та-
ких действия на G/H1 и на G/H2 изоморфны тогда и только тогда, когда
подгруппы H1 и H2 сопряжены. Если изоморфизм γ : G/H1→ G/H2 пе-
реводит смежный класс eH1 в смежный класс gH2, то стабилизатор H1





точки eH1 совпадает со стабилизатором gH2g−1 точки gH2. Отсюда сле-
дует, что подгруппы H1 и H2 сопряжены.

Обратно, если H1 = gH2g−1, то отображение g′H1 7→ g′gH2 является
требуемым изоморфизмом. Корректность так определенного отобра-
жения, т. е. независимость от выбора представителя в смежном классе
g′H1, следует из цепочки равенств

g′hgH2= g′hgg−1H1 g= g′H1 g= g′gH2g−1g= g′gH2 ∀h∈ H1.

В частности, действия левыми и правыми сдвигами на группе G
изоморфны, поскольку каждое из них отвечает при соответствии из
предложения  единичной подгруппе.

Рискуя запутать читателя, скажем, что можно дать еще одно опре-
деление изоморфизма действий.

Оïðåäåëåíèå . Действия G1x X1 и G2x X2 изоморфны, если су-
ществуют такой изоморфизм группϕ : G1→G2 и такая биекция γ : X1→

→ X2, что γ(g1x1)=ϕ(g1)γ(x1) для любых g1 ∈ G1 и x1 ∈ X1.

Если в этом определении считать, что G1 = G2, но разрешить ис-
пользовать нетривиальные изоморфизмы ϕ, то получится более силь-
ное определение изоморфизма действий группы G. В частности, тран-
зитивные действия группы G будут находиться во взаимно однознач-
ном соответствии с орбитами группы Aut(G) автоморфизмов группы G,
естественно действующей на множестве подгрупп группы G.

В случае конечной группы G биекция

Gx↔ G/St(x)

показывает, что длина орбиты |Gx| равна |G|/|St(x)|. В частности, число
|Gx| является делителем порядка группы |G|.

Пðåäëîæåíèå . Ядро неэффективности действия левыми сдвига-
ми группы G на множестве левых смежных классов G/H — это наи-
большая нормальная в G подгруппа, содержащаяся в H. В частности,
действие Gx G/H эффективно тогда и только тогда, когда подгруп-
па H не содержит нетривиальных нормальных в G подгрупп.

Дîêàçàòåëüñòâî. По определению, ядро неэффективности K дей-
ствия Gx G/H равно

K =
⋂

x∈X

St(x)=
⋂

g∈G

St(gH)=
⋂
g∈G

gHg−1.

Эта подгруппа лежит в H и нормальна в G. С другой стороны, если N —
это нормальная в G подгруппа, содержащаяся в H, то N=gNg−1⊆gHg−1
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для любого g ∈ G. Это показывает, что N лежит в указанном пересече-
нии.

С каждым действием Gx X связана группа SG(X) так называемых
эквивариантных биекций:

SG(X)= {ψ: X→ X |ψ(gx)= gψ(x) ∀g ∈G, x ∈ X}.

Вычислим эту группу для транзитивных действий.

Пðåäëîæåíèå . Пусть H — подгруппа группы G. Тогда

SG(G/H)= NG(H)/H.

Дîêàçàòåëüñòâî. Пусть ψ: G/H → G/H — эквивариантная биек-
ция и ψ(eH)= g0H. Тогда ψ(gH)= gg0H в силу условия эквивариант-
ности. Это показывает, что биекция ψ однозначно определяется обра-
зом g0H элемента eH.

При этом у элементов eH и g0H должны быть одинаковые стабили-
заторы, т. е. H = g0Hg−1

0 . Значит, g0 ∈ NG(H).
Остается заметить, что группа NG(H) действует на множестве G/H

правыми сдвигами:

(n, gH) 7→ gn−1H, g ∈G, n ∈ NG(H).

Это действие корректно определено, коммутирует с действием G на G/H
левыми сдвигами, а ядром неэффективности этого действия является
подгруппа H.

Сëåäñòâèå . Биекции на группе G, перестановочные с левыми сдви-
гами на элементы группы G, — это в точности правые сдвиги на эле-
менты группы G.

Задачи к разделу 

Зàäà÷à . Постройте действие, орбитами которого являются смеж-
ные классы группы G по подгруппе H.

Зàäà÷à . Пусть H — подгруппа в группе G и H действует на неко-
тором множестве X . Всегда ли можно найти такое действие группы G
на множестве X , что элементы подгруппы H действуют на X так же,
как и при исходном действии?

Зàäà÷à . Докажите, что для любого действия группы G на мно-
жестве X и для любой нормальной подгруппы N в группе G действие
любого элемента группы G на X переставляет N-орбиты на X .
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Зàäà÷à . Докажите, что если группа G содержит собственную под-
группу конечного индекса, то G содержит и собственную нормальную
подгруппу конечного индекса.

Зàäà÷à . Найдите орбиты и стабилизаторы действия цикличе-
ской группы 〈σ〉⊆ S10 на множестве {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, где

σ=

�
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

5 8 3 9 4 10 6 2 1 7

�
.

Зàäà÷à . Найдите нормализаторы подгруппы диагональных мат-
риц Tn и подгруппы верхнетреугольных матриц Bn в группе GLn(R).

Зàäà÷à . Для действия группы GL2(R) на себе сопряжениями най-

дите стабилизатор матрицы

�
1 1
0 1

�
.

Зàäà÷à . Приведите примеры конечных и бесконечных множеств X
с транзитивным действием группы G, для которых стабилизатор St(x)

какой-то точки x ∈ X действует на множестве X \ {x} транзитивно. По-
кажите, что если это свойство выполнено для одной точки x ∈ X , то оно
выполнено и для любой другой точки из X .

Зàäà÷à . Пусть G — конечная коммутативная группа. Докажите,
что G допускает транзитивное действие на множестве X из m элемен-
тов тогда и только тогда, когда число m делит |G|. Верно ли это утвер-
ждение для некоммутативных конечных групп G?

Зàäà÷à . Приведите пример транзитивного действия группы S4

на множестве из 3 элементов. Может ли для n¾ 5 группа Sn транзитив-
но действовать на множестве из k элементов при 2< k< n?

Зàäà÷à . Докажите, что для коммутативной группы транзитив-
ное и эффективное действие является свободным.

Зàäà÷à . Приведите несколько примеров транзитивных и эффек-
тивных, но не свободных действий группы подстановок Sn.

Зàäà÷à . Докажите, что если группа Sn, n¾ 5, действует на мно-
жестве X и хотя бы одна орбита содержит не менее трех элементов, то
это действие эффективно.

Зàäà÷à  (ôîðìóëà Бåðíñàéäà). Пусть конечная группа G дей-
ствует на конечном множестве X . Докажите, что число орбит этого
действия равно

1

|G|

∑
g∈G

|X g|, где X g := {x ∈ X | gx= x}.
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Зàäà÷à . Докажите, что центр группы — это объединение ее од-
ноэлементных классов сопряженности.

Зàäà÷à . Опишите все конечные группы, в которых один, два
или три класса сопряженности.

Зàäà÷à . Докажите, что каждая конечная группа четного поряд-
ка содержит элемент порядка 2.

Зàäà÷à . Используя теорему Кэли, докажите, что группа G поряд-
ка 2n для нечетного n содержит подгруппу индекса 2.)

Зàäà÷à . Докажите, что любая группа порядка  вкладывается в
группу S5.)

Зàäà÷à . Классифицируйте с точностью до изоморфизма все дей-
ствия группы порядка 5 на множестве из 9 элементов.

Зàäà÷à . Постройте явно биекцию G→ G, определяющую изо-
морфизм действий группы G на себе левыми и правыми сдвигами.

Зàäà÷à . Приведите пример конечной группы G, которая до-
пускает ровно три попарно неизоморфных транзитивных действия на
некотором множестве X .

)Эту задачу предложила одна из слушателей лекции в качестве ответа на
вопрос, есть ли у теоремы Кэли реальные приложения.

)Слушатель курса Дмитрий Гнатюк заметил, что для любого n было бы ин-
тересно найти такое наименьшее k, что каждая группа порядка n вкладывается
в группу Sk . Также для данного n хотелось бы найти группу G наименьшего
порядка, которая содержит в качестве подгрупп все группы порядка ¶ n.
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. Кратная транзитивность

Этот раздел посвящен одному из основных интересующих нас в дан-
ном курсе понятий — кратной транзитивности.

.. Основное определение

Оïðåäåëåíèå . Пусть m — натуральное число. Действие груп-
пы G на множестве X , состоящем из хотя бы m элементов, называется
m-транзитивным, если для любых наборов (a1, …, am) и (b1, …, bm)

попарно различных элементов множества X найдется такой элемент
g ∈ G, что ga1 = b1, …, gam = bm.

Другими словами, мы требуем, чтобы любой упорядоченный на-
бор из m попарно различных элементов можно было перевести в лю-
бой упорядоченный набор из m попарно различных элементов неко-
торым элементом группы G. Важно, что элементы в наборах попарно
различны: перевести одинаковые элементы в разные и наоборот не
получится.

Заметим, что 1-транзитивность — это обычная транзитивность в
смысле предыдущего раздела. Если действие m-транзитивно, то оно
и k-транзитивно для любого k¶m.

Лåììà . При m¾ 2 действие группы G на множестве X является
m-транзитивным тогда и только тогда, когда это действие тран-
зитивно и стабилизатор St(x) некоторой точки x ∈ X действует на
дополнении X \ {x} (m− 1)-транзитивно.

Дîêàçàòåëüñòâî. Если действие Gx X является m-транзитивным,
то оно транзитивно и набор (a1, a2, …, am) можно перевести в любой
набор вида (a1, b2, …, bm). Это доказывает (m − 1)-транзитивность
действия стабилизатора точки x= a1 на X \ {a1}.

Для доказательства обратной импликации зафиксируем наборы
(a1, …, am) и (b1, …, bm). В силу транзитивности действия G на X
найдутся такие элементы g, g′ ∈ G, что ga1 = x и g′b1 = x. Поскольку
стабилизатор St(x) действует на X \ {x} (m− 1)-транзитивно, найдется
элемент h ∈ St(x), для которого hgai = g′bi для всех i = 2, …, m. Это
показывает, что элемент (g′)−1hg переводит набор (a1, …, am) в набор
(b1, …, bm).
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Пðèìåðû äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï. ) Действие группы подстано-
вок Snx {1, …, n} n-транзитивно.

) Действие группы четных подстановок Anx {1, …, n} в точности
(n − 2)-транзитивно. В самом деле, если мы фиксируем образы n − 2

элементов, то за счет транспозиции двух оставшихся элементов можно
добиться того, чтобы соответствующая подстановка была четной. Если
же зафиксировать образы n − 1 элемента, то образ оставшегося эле-
мента определен однозначно, и соответствующая подстановка может
оказаться нечетной.

.. Группы Матьё

Удивительный факт состоит в том, что все другие конечные группы
подстановок являются не более чем 5-транзитивным. Более того, есть
ровно две новые группы подстановок (отличные от Sn и An), которые
5-транзитивны, и еще ровно две группы подстановок, которые 4-тран-
зитивны. Остановимся на этом вопросе подробнее.

В классификацию конечных простых групп входят 26 спорадических
групп. Так называют конечные простые группы, которые не изоморф-
ны группам An, n ¾ 5, и не являются группами типа Ли, т. е. не реа-
лизуются как группы матриц над конечными полями. Первые 5 спо-
радических групп были открыты Эмилем Матьё около  года. Это
группы M24, M23, M22, M12 и M11.)

Индексы снизу показывают порядок множества, на котором данная
группа действует транзитивно. Порядки самих этих групп равны

|M11|=24 ·32 ·5 ·11=7920, |M12|=26 ·33 ·5 ·11=95040,

|M22|=27 ·32 ·5 ·7 ·11=443520, |M23|=27 ·32 ·5 ·7 ·11 ·23=10200960

и

|M24|= 210 · 33 · 5 · 7 · 11 · 23= 244823040.

В книге [, § ] можно найти порождающие групп Матьё. Например,
группа M11 порождается подстановками

(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11) и (3 7 11 8)(4 10 5 6).

Группа M23 также является 2-порожденной, а группы M12, M22 и M24

порождаются тремя подстановками.
Действие группы M12 на множестве из 12 элементов и действие

группы M24 на множестве из 24 элементов 5-транзитивны. Группы

)Интересно отметить, что следующая спорадическая группа была открыта в
 году, т. е. более чем через  лет.
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M11 и M23 являются стабилизаторами точки для этих действий, поэто-
му их действия 4-транзитивны. Наконец, группа M22 является стабили-
затором точки для действия группы M23 и поэтому она 3-транзитивна.

Отметим еще одно интересное свойство групп Матьё. Будем гово-
рить, что m-транзитивное действие группы G на множестве X является
m-регулярным, если пересечение стабилизаторов любых m попарно
различных точек из множества X единично. Иными словами, в этом
случае элемент группы, переводящий один набор из m элементов в
другой, не только существует, но и единственен. Заметим, что m-ре-
гулярное действие не может быть (m + 2)-транзитивным, но — толь-
ко для одной серии групп! — может оказаться (m+ 1)-транзитивным.
(Несложное упражнение — понять, как такое возможно.)

Так вот, оказывается, что группы Матьё M12 и M11 (а именно, их
стандартные действия) являются 5- и 4-регулярными соответственно,
а группы M24 и M23 свойством регулярности не обладают. Утверждение
о том, что полный список 5-регулярных конечных групп — это S6, S5,
A7 и M12, а полный список 4-регулярных конечных групп — это S5, S4,
A6 и M11, называют теоремой Жордана.

Доказательства результатов об уникальной роли групп Матьё в опи-
сании кратно транзитивных групп подстановок опираются на класси-
фикацию конечных простых групп и не могут быть включены в этот
курс. Подробнее об этом можно прочитать в [, chapters —].

.. 3-транзитивные действия

Оказывается, что (в отличие от 5- и 4-транзитивных действий) су-
ществует бесконечно много групп подстановок, отличных от Sn и An,
действие которых 3-транзитивно. Покажем это.

Напомним, что проективной прямой P1(K) над полемK называется
множество прямых на координатной плоскости K2, проходящих через
начало координат. На P1(K) действует группа PGL2(K), которая явля-
ется фактором группы GL2(K) невырожденных (2× 2)-матриц над K,
или, другими словами, группы обратимых линейных операторов наK2,
по подгруппе ненулевых скалярных матриц.

Пðåäëîæåíèå . Действие PGL2(K) на P1(K) является 3-транзи-
тивным и даже 3-регулярным.

Дîêàçàòåëüñòâî. Пусть l1, l2, l3 — тройка попарно различных пря-
мых в K2 и v1, v2, v3 — ненулевые векторы на соответствующих пря-
мых. Действуя подходящей невырожденной матрицей, можно переве-
сти v1 и v2 в векторы стандартного базиса e1 и e2. Тогда пересечение
стабилизаторов прямых l1 и l2 — это в точности подгруппа T обра-
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тимых диагональных матриц. Вектор v3 имеет в новом базисе две
ненулевые координаты, и за счет действия подгруппы T можно добить-
ся того, что v3 = (1, 1). Легко видеть, что теперь стабилизатор тройки
l1, l2, l3 содержит только скалярные матрицы, и, значит, действие груп-
пы PGL2(K) на P1(K) является 3-регулярным.

Применим этот результат в случае конечного поля Fq.) Поскольку
прямая на плоскости, проходящая через начало координат, определя-
ется ненулевым вектором с точностью до пропорциональности, число
таких прямых равно

q2 − 1

q− 1
= q+ 1.

Чтобы задать невырожденную матрицу порядка 2 над полем Fq, надо
задать первую строку матрицы, в качестве которой может выступать
любая ненулевая строка, и вторую строку, которой может быть лю-
бая строка, не пропорциональная первой. Это показывает, что порядок
группы GL2(Fq) равен (q2 − 1)(q2 − q), а порядок группы PGL2(Fq) ра-
вен

(q2 − 1)(q2− q)

q− 1
= q(q− 1)(q+ 1).

При разных значениях q мы получаем бесконечно много различных
3-регулярных действий конечных групп подстановок.

Оказывается, получить классификационные результаты можно да-
же для 2-транзитивных групп подстановок. Подробнее об этом можно
прочитать в [, глава , § ] и [, section .].

.. Действия нормальных подгрупп

Докажем еще один общий результат о кратно транзитивных дей-
ствиях.

Пðåäëîæåíèå . Пусть группа G действует на множестве X эф-
фективно и 2-транзитивно. Предположим, что |X |¾ 3. Тогда

) любая неединичная нормальная подгруппа N группы G действует
на X транзитивно;

) Z(G)= {e}.

Дîêàçàòåëüñòâî. Заметим, что группа G переставляет орбиты
нормальной подгруппы N . Это следует из равенства gNx = Ngx. По-
скольку N неединична и действие G эффективно, хотя бы одна N-орби-
та содержит не менее двух точек. Если N-орбит не меньше двух, можно

)Читатель не много потеряет, если будет считать, что поле Fq — это поле Zp

вычетов по модулю простого числа p и, соответственно, q= p.
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взять одну пару точек в X из одной N-орбиты, а другую пару точек из
разных N-орбит. В этом случае никакой элемент g ∈ G не переводит
первую пару во вторую, что противоречит 2-транзитивности действия.
Значит, N-орбита всего одна, что доказывает пункт ).

Для доказательства ) заметим, что если центр Z(G) неединичен,
то эта нормальная подгруппа должна действовать на X транзитивно.
Фиксируем точку x ∈ X . Поскольку элементы из Z(G) коммутируют с
элементами из St(x), группа Z(G) переводит St(x)-неподвижные точки
в St(x)-неподвижные точки. Это противоречит лемме , согласно ко-
торой St(x) действует на X \ {x} транзитивно. В самом деле, условие
|X |¾ 3 влечет, что St(x)-неподвижная точка в X только одна.

Сëåäñòâèå . Действие коммутативной или, более общо, нильпо-
тентной группы G на множестве X, содержащем как минимум 3 эле-
мента, не может быть 2-транзитивным.

Дîêàçàòåëüñòâî. Поскольку факторгруппа коммутативной груп-
пы коммутативна, а факторгруппа нильпотентной группы нильпотент-
на, мы можем считать, что действие эффективно. Остается заметить,
что центр Z(G) группы G неединичен.

Задачи к разделу 

Зàäà÷à . Докажите, что свободное действие группы на множе-
стве, содержащем хотя бы 3 элемента, не может быть 2-транзитивным.

Зàäà÷à . Приведите пример транзитивного действия группы
(Z, +) на множестве натуральных чисел. Может ли такое действие
быть 2-транзитивным?

Зàäà÷à . Пусть H — подгруппа группы G. Известно, что действие
группы G на множестве левых смежных классов G/H левыми сдвигами
2-транзитивно. Докажите, что подгруппа H совпадает со своим норма-
лизатором NG(H).

Зàäà÷à . Пусть G=GL3(R) и H — подгруппа верхнетреугольных
матриц в G. Докажите, что H совпадает со своим нормализатором в G,
но действие G на G/H не является 2-транзитивным.

Зàäà÷à . Пусть V — это n-мерное векторное пространство над
полем Z2, n¾ 2. Пусть G=Aff(V) — группа аффинных преобразований
и N ⊆ G — (нормальная) подгруппа параллельных переносов. Дока-
жите, что G действует на V 3-транзитивно, но не 4-транзитивно, а
N действует на V транзитивно, но не 2-транзитивно. Это показывает,
что при переходе к нормальной подгруппе степень транзитивности
может падать больше чем на .
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Зàäà÷à . Пусть группа G эффективно и 2-транзитивно действует
на бесконечном множестве X . Докажите, что в G нет нетривиальных
нормальных конечных подгрупп.

Зàäà÷à . Докажите, что действия Sn на множестве {1, …, n} и
Sn+1 на множестве {1, …, n+ 1} являются n-регулярными, а действие
An на множестве {1, …, n} является (n− 2)-регулярным.

Зàäà÷à . Докажите, что группа SL2(R) не может эффективно
и 2-транзитивно действовать на каком-либо множестве. Покажите,
что при этом факторгруппа PSL2(R) этой группы допускает 2- и даже
3-транзитивное действие.

Зàäà÷à . Докажите, что при n¾ 2 группа PGLn+1(K) действует на
проективном пространстве Pn(K) 2-транзитивно, но не 3-транзитивно.
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. Бесконечная транзитивность

В этом разделе мы перейдем к рассмотрению бесконечной тран-
зитивности — понятия, которое имеет смысл только для бесконечных
групп.

.. Бесконечно транзитивные действия

Оïðåäåëåíèå . Действие Gx X бесконечно транзитивно, если
оно m-транзитивно для любого натурального числа m.

Пðèìåð . Рассмотрим бесконечное множество X и группу всех би-
екций S(X) множества X . Тогда естественное действие S(X)x X беско-
нечно транзитивно.

Было бы интересно построить бесконечно транзитивные действия
относительно небольших бесконечных групп G. Например, заметим,
что если группа G циклическая, то она коммутативна, и предложение 
показывает, что такая группа не может действовать даже 2-транзи-
тивно.

В то же время несложно построить пример бесконечно транзитив-
ного действия 2-порожденной группы. Для этого рассмотрим подгруп-
пу G группы биекций S(Z), порожденную сдвигом h : i 7→ i+ 1 и транс-
позицией (12). Сопрягая транспозицию (12) с помощью кратных сдви-
га, мы получим все транспозиции соседних элементов в Z. Поскольку
транспозиции соседних элементов порождают группу Sn, мы заключа-
ем, что группа G содержит все подстановки на любом конечном отрез-
ке множества Z. Отсюда следует, что группа G действует на Z бесконеч-
но транзитивно.)

Далее нам будет полезна другая конструкция бесконечно транзи-
тивной 2-порожденной группы биекций множества Z, заимствованная
из работы [].

Оïðåäåëåíèå . Биекция f на множестве X называется циклом,
если циклическая группа 〈 f 〉 действует на X транзитивно.

Пусть h — это снова сдвиг i 7→ i+ 1, а f — цикл на множестве нату-
ральных чисел, который оставляет все неположительные целые числа

)Этот пример был предложен одним из слушателей.
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неподвижными. Пример цикла f на множестве натуральных чисел:

1 7→ 2, 2s+ 1 7→ 2s− 1, 2s 7→ 2s+ 2, s¾ 1.

1 2 3 4 5

…

Тåîðåìà . Группа G = 〈 f , h〉 действует на множестве Z бесконеч-
но транзитивно.

Дîêàçàòåëüñòâî. Рассмотрим подгруппы

Gn = 〈 f , h−1 f h, …, h−n f hn〉 ⊆ G, n¾ 0.

Лåììà . Группа Gn действует на множестве

Xn = {−n+ 1, −n+ 2, …}

(n+ 1)-транзитивно.

Дîêàçàòåëüñòâî. Индукция по n. База n= 0: здесь G0 = 〈 f 〉, X0 =N

и по определению цикла действие 〈 f 〉xN транзитивно.
Шаг индукции: заметим сначала, что раз циклическая подгруппа

G0 = 〈 f 〉 действует транзитивно на X0 = N, то сопряженная ей под-
группа 〈h−n f hn〉 = h−nG0hn действует на Xn = h−n(X0) транзитивно.
Действительно, чтобы перевести h−n(i) в h−n( j), где i, j ∈ X0, найдем
такой элемент g= f k ∈ G0, что g(i)= j, и тогда

h−nghn(h−n(i))= h−n(g(i))= h−n( j).

С другой стороны, подгруппа 〈h−n f hn〉 вложена в Gn, поэтому и все
действие Gn на Xn тем более транзитивно.

Применим теперь лемму , взяв в качестве элемента x наимень-
ший элемент−n+1∈ Xn. Действительно, St(−n+1) содержит подгруп-
пу Gn−1, которая по предположению индукции n-транзитивна на Xn−1.
В силу леммы , действие Gnx Xn является (n+1)-транзитивным. Лем-
ма  доказана.

Вернемся теперь к доказательству теоремы. Возьмем m∈N, и пусть
(a1, …, am) и (b1, …, bm) — наборы попарно различных целых чисел.
Надо найти элемент из G, который один набор переведет в другой.

Пусть n таково, что ai > −n и b j >−n для любых i, j и n ¾ m − 1.
Тогда оба набора лежат в множестве Xn. Поскольку подгруппа Gn дей-
ствует на Xn (n+ 1)-транзитивно и m¶ n+ 1, мы можем подходящим
элементом из Gn перевести набор (a1, …, am) в набор (b1, …, bm).
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.. Бесконечно транзитивные группы

Мы только что разобрали пример одного бесконечно транзитивно-
го действия. Естественно задаться вопросом: а какие группы вообще
могут действовать бесконечно транзитивно?

Оïðåäåëåíèå . Бесконечная группа G называется бесконечно тран-
зитивной, если G допускает эффективное бесконечно транзитивное
действие на некотором множестве.

Давайте начнем с одного из самых естественных примеров беско-
нечных групп — со свободной группы. Напомним, что свободная груп-
па F2 — это группа, свободно порожденная двумя символами a и b:

F2= 〈a, b〉= {aα1 bβ1 aα2 bβ2 …aαk bβk |αi, βi ∈Z}.

Умножение элементов группы, т. е. групповых слов, — это приписыва-
ние с учетом возможных сокращений на стыке, например,

(a2ba2b−2)(b2a−1b4a−5)= a2ba2b−2b2a−1b4a−5
= a2bab4a−5.

Легко проверить, что эта операция ассоциативна, нейтральный эле-
мент — пустое слово, а обратное слово получается из данного слова
обращением порядка букв и взятием обратных показателей степеней.

Тот факт, что группа G является 2-порожденной, равносилен тому,
что G является гомоморфным образом группы F2. В частности, каждое
действие 2-порожденной группы определяет действие группы F2, одна-
ко последнее не обязательно эффективно.

Можно ли построить эффективное бесконечно транзитивное дей-
ствие группы F2? Как показано в [, section ], цикл f в теореме 
можно подобрать так, что группа G, порожденная элементами f и h,
будет порождаться ими свободно. Соответствующая конструкция до-
вольно технична, и мы не будем ее здесь приводить.

Сейчас мы докажем полезный и достаточно неожиданный общий
факт.

Тåîðåìà . Предположим, что группа G действует на множестве X
эффективно и бесконечно транзитивно. Тогда каждая неединичная
нормальная подгруппа N группы G также действует на X бесконечно
транзитивно.

Дîêàçàòåëüñòâî. Покажем, что действие подгруппы N на X m-тран-
зитивно для любого натурального числа m. Для этого индукцией по m
будем доказывать следующее утверждение: действие любой неединич-
ной нормальной подгруппы любой эффективно и бесконечно транзи-
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тивно действующей группы m-транзитивно. Для m= 1 это в точности
первое заключение предложения : нормальная подгруппа N нееди-
нична, и потому ее действие транзитивно.

Выполним теперь шаг индукции. Для этого зафиксируем какой-
нибудь элемент x1 ∈ X и рассмотрим его стабилизатор G1 := St(x1).
Тогда N1 := N ∩ G1 — нормальная подгруппа в G1.

Более того, действие N на X транзитивно и N1 — стабилизатор точ-
ки x1 для этого действия. В силу леммы , достаточно проверить, что
N1 действует m-транзитивно на X1 := X \ {x1}: тогда действие N на X
будет (m+ 1)-транзитивным, что завершит шаг индукции.

Опять же в силу леммы , действие G1 на X1 бесконечно транзи-
тивно, поэтому достаточно проверить, что подгруппа N1 неединична:
после этого m-транзитивность действия N1 следует из предположения
индукции.

Допустим, что N1 = {e}. Мы уже знаем, что группа N действует на X
транзитивно, и раз для этого действия стабилизатор точки тривиален,
то N можно отождествить с X : соответствие

h 7→ x= hx1

является биекцией. Заметим, что при этом отождествлении действие
группы G1 на X соответствует действию на N сопряжениями. Действи-
тельно, для любого g ∈G1 и любого h∈ N , применив g к точке hx1 ∈ X ,
получаем

g(hx1)= ghg−1(gx1)= (ghg−1)x1,

где мы воспользовались тем, что gx1= x1. Поэтому G1 действует сопря-
жениями и на элементах N \ {e}, соответствующих точкам X1.

Остается заметить, что действие сопряжениями на N \ {e} никогда
не бывает бесконечно транзитивным (и даже 3-транзитивным). Дей-
ствительно, сопряжения переводят пары вида (h, h−1) в пары того же
вида. Это показывает, что действие G1x N \ {e} не является 2-тран-
зитивным, если только для всех элементов h ∈ N \ {e} не выполнено
h= h−1, т. е. если не все элементы из N \ {e} имеют порядок 2.

Если все элементы из N \ {e} имеют порядок 2, то группа N комму-
тативна и является аддитивной группой (V , +) некоторого векторного
пространства V над полем Z2. При этом G1 ⊆ GL(V), поскольку сопря-
жение сохраняет операцию сложения. Но линейные преобразования
сохраняют линейную зависимость и, значит, не 3-транзитивны: тройку
линейно зависимых векторов в тройку линейно независимых векторов
линейным преобразованием не перевести. Полученное противоречие
завершает доказательство теоремы .
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Известно, что коммутант [F2, F2] свободной группы F2 — это сво-
бодная группа F∞, порожденная счетным числом свободных образую-
щих. Теорема  показывает, что если мы построили эффективное бес-
конечно транзитивное действие группы F2 на некотором множестве X ,
то на этом множестве бесконечно транзитивно действует и группа F∞.

Зафиксируем натуральное n ¾ 2. Можно показать, что минималь-
ная нормальная подгруппа в группе F2 = 〈a, b〉, содержащая элементы
an−1 и b, является свободной группой Fn с n порождающими. Тем са-
мым из теоремы  следует, что группы Fn, n¾ 2, являются бесконечно
транзитивными.

Выяснение вопроса о том, является ли данная бесконечная группа G
бесконечно транзитивной, — это активно развивающееся направление
современной теории групп.

Задачи к разделу 

Зàäà÷à . Приведите пример группы, все элементы которой име-
ют конечный порядок и которая действует на множестве натуральных
чисел бесконечно транзитивно.

Зàäà÷à . Подгруппа H группы G называется субнормальной, ес-
ли есть цепочка подгрупп

G= H0 ⊇ H1 ⊇ H2⊇…⊇ Hs = H,

в которой каждая подгруппа Hi нормальна в Hi−1. Докажите, что если
группа G действует на множестве X эффективно и бесконечно транзи-
тивно, то действие нетривиальной субнормальной подгруппы H на X
обладает этими же свойствами.

Зàäà÷à . Докажите, что если группа G бесконечно транзитивна,
то G не содержит нетривиальных конечных нормальных подгрупп и
нетривиальных нильпотентных нормальных подгрупп.

Зàäà÷à . Предположим, что группа G допускает бесконечно тран-
зитивное действие. Может ли группа G содержать нормальную под-
группу конечного индекса?

Зàäà÷à . Пусть группа G действует на множестве X бесконечно
транзитивно и H ⊆ G — подгруппа конечного индекса. Докажите, что
действие H на X также бесконечно транзитивно.

Зàäà÷à *. Найдите достаточные условия на подгруппу H беско-
нечной группы G, при которых действие G на G/H бесконечно транзи-
тивно.
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. Автоморфизмы алгебраических многообразий

В этом разделе мы рассмотрим свойство бесконечной транзитивно-
сти для групп, возникающих в алгебраической геометрии.

.. Полиномиальные автоморфизмы аффинного пространства

Зафиксируем бесконечное поле K и рассмотрим аффинное про-
странство

An
= {(x1, …, xn) | xi ∈ K}

над полем K. Напомним, что полиномиальный автоморфизм простран-
ства An — это отображение

(x1, …, xn) 7→ ( f1(x1, …, xn), …, fn(x1, …, xn)),

где f1, …, fn — многочлены, для которого существует обратное отобра-
жение

(x1, …, xn) 7→ (g1(x1, …, xn), …, gn(x1, …, xn)),

также заданное многочленами g1, …, gn, т. е.

gi( f1, …, fn)= xi и fi(g1, …, gn)= xi

для всех i = 1, …, n. Полиномиальные автоморфизмы образуют груп-
пу Aut(An).

Например, аффинное преобразование

(x1, …, xn) 7→

�
n∑

j=1

a1 j x j + b1, …,
n∑

j=1

anj x j + bn

�

является полиномиальным автоморфизмом тогда и только тогда, когда
выполнено условие det((aij)) 6= 0.

Приведем теперь пример неаффинного полиномиального автомор-
физма. Для n=2 можно рассмотреть прямое преобразование (x1, x2) 7→

7→ (x1+ x2
2

, x2) и обратное преобразование (x1, x2) 7→ (x1− x2
2

, x2). Бо-
лее общо, можно рассмотреть прямое отображение

(x1, x2, …, xn) 7→ (x1+ h(x2, …, xn), x2, …, xn)
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для любого многочлена h от n−1 переменной. Обратным отображени-
ем будет

(x1, x2, …, xn) 7→ (x1− h(x2, …, xn), x2, …, xn).

Используя индукцию, легко показать, что автоморфизмами являются
любые отображения вида

(x1, x2, …, xn) 7→ (x1+ h1(x2, …, xn), x2+ h2(x3, …, xn), …, xn+ hn),

где hi — многочлен от n− i переменной и, в частности, многочлен hn

является константой. Такие автоморфизмы называются треугольными.
Треугольные автоморфизмы образуют подгруппу группы Aut(An).

Естественно спросить, представляется ли каждый полиномиальный
автоморфизм пространства An в виде многократной композиции аф-
финных и треугольных автоморфизмов. При n = 2 это доказано Юн-
гом () для полей нулевой характеристики и ван дер Кюлком ()
для произвольных полей. При n = 3 Нагата в  году предположил,
что автоморфизм

(x1, x2, x3) 7→ (x1− 2x2∆− x3∆
2, x2+ x3∆, x3), где ∆= x1 x3+ x2

2
,

является диким, т. е. не лежит в подгруппе группы Aut(A3), порож-
денной аффинными и треугольными автоморфизмами. Эта гипотеза
была доказана Шестаковым и Умирбаевым в  году. Ранее Смит
() доказала, что если к автоморфизму Нагаты добавить еще одну
неподвижную переменную и рассмотреть это отображение как ав-
томорфизм пространства A4, такой автоморфизм окажется ручным,
т. е. будет представим как композиция аффинных и треугольных ав-
томорфизмов. Отметим, что в настоящее время для группы Aut(A3)

нет даже гипотетического кандидата на роль явной системы порож-
дающих.

При n ¾ 4 вопрос о наличии диких автоморфизмов остается от-
крытым. Вероятным претендентом на вакансию дикого автоморфизма
пространства A4 является автоморфизм Аника

(x1, x2, x3, x4) 7→ (x1, x2+ x1∇, x3, x4+ x3∇), где ∇= x1x4− x2 x3.

Несмотря на то что структура группы Aut(An) остается загадочной,
на многие вопросы об автоморфизмах аффинного пространства можно
отвечать, используя только аффинные и треугольные автоморфизмы.
Приведем пример такого результата.

Тåîðåìà . Если n¾ 2, то группа полиномиальных автоморфизмов
Aut(An) действует на пространстве An бесконечно транзитивно.
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Дîêàçàòåëüñòâî. Зафиксируем натуральное число m и рассмот-
рим набор попарно различных точек

a1 = (x1
1

, …, x1
n
), …, am = (xm

1
, …, xm

n
).

Достаточно доказать, что этот набор можно перевести в набор

(1, …, 1), (2, …, 2), …, (m, …, m)

подходящим полиномиальным автоморфизмом.) Сделаем это в три
шага.

Шàã 1. Добьемся того, чтобы x i
1
6= x

j

1 при i 6= j. Если x1
1
= x2

1
, то

без ограничения общности можно считать, что x1
2
6= x2

2
. Напомним,

что интерполяционный многочлен Лагранжа — это многочлен степени
¶ n− 1, который в заданных попарно различных точках α1, α2, …, αn

принимает предписанные значения f (α1) = β1, …, f (αn) = βn. Такой
многочлен существует и единственен, и для него нетрудно выписать
явную формулу:

f (x)=
n∑

i=1

βi

(x −α1)…Û(x −αi)…(x −αn)

(αi −α1)…Û(αi −αi)…(αi −αn)
.

Итак, подберем многочлен f (x) так, что f (x1
2

)= a и f (x i
2
)= 0 при всех

x i
2
6= x1

2
, причем a 6= x i

1
− x

j

1 для любых i, j. Применив преобразование

(x1, x2, …, xn) 7→ (x1+ f (x2), x2, …, xn),

получим x1
1
6= x2

1
, и новых совпадений первых координат не возникнет.

Шàã 2. Пусть x i
1
6= x

j

1
для всех i 6= j. Подберем многочлены

f2(x), …, fn(x)

так, что x i
s
+ fs(x i

1
)= i, где s= 2, …, n, i= 2, …, m. Применив треуголь-

ный автоморфизм

(x1, x2, …, xn) 7→ (x1, x2+ f2(x1), …, xn+ fn(x1)),

получим точки (x1
1

, 1, …, 1), …, (xm
1

, m, …, m).

Шàã 3. Подбирая такой многочлен f̃ (x), что x i
1
+ f̃ (i)= i, и приме-

няя преобразование (x1, x2, …, xn) 7→ (x1+ f̃ (x2), x2, …, xn), приходим
к набору точек

(1, …, 1), …, (m, …, m).

)Здесь мы предполагаем, что поле K имеет нулевую характеристику. Дока-
зательство в общем случае можно провести по той же схеме с небольшими
изменениями.
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Сëåäñòâèå . Если n¾ 2, некоторое свойство выполнено для одно-
го набора из m попарно различных точек на An и это свойство сохра-
няется при полиномиальных автоморфизмах, то это свойство выпол-
нено для любого набора из m попарно различных точек на An.

Дîêàçàòåëüñòâî. Теорема  показывает, что произвольный набор
из m попарно различных точек можно подходящим полиномиальным
автоморфизмом перевести в данный набор.

В качестве приложения следствия  заметим, что через любой ко-
нечный набор точек в An можно провести кривую, изоморфную пря-
мой A1. В самом деле, возьмем набор точек той же мощности на ко-
ординатной оси и переведем его в данный набор полиномиальным ав-
томорфизмом. Образ координатной оси при этом автоморфизме будет
искомой кривой.

Отметим, что для аффинной прямой A1 утверждение теоремы 
не выполнено: ее полиномиальные автоморфизмы — это просто аф-

финные отображения, а они сохраняют величину
x1− x3

x3− x2

, так что соот-

ветствующее действие не может быть 3-транзитивным. Не выполнено
утверждение теоремы  и для проективной прямой P1(K): ее полино-
миальные автоморфизмы это — уже встречавшаяся нам группа проек-
тивных преобразований PGL2(K), а такие преобразования сохраняют
двойное отношение четырех точек, так что соответствующее действие
не будет 4-транзитивным.

.. Аффинные многообразия

В завершение мы обсудим, как теорему  можно обобщить со случая
аффинного пространства на другие аффинные алгебраические много-
образия. Для простоты мы будем работать над полем комплексных чи-
сел C.

Напомним, что аффинным алгебраическим многообразием называ-
ется множество нулей X системы уравнений

f1(x1, …, xn)= 0, …, fm(x1, …, xn)= 0

в An, где f1, …, fm — некоторые многочлены. Заметим, что более пра-
вильно называть аффинным многообразием класс изоморфизма таких
множеств нулей, не фиксируя конкретное вложение многообразия в
аффинное пространство. Но сейчас мы не будем погружаться в такие
тонкости.

Если написать систему из одного уравнения 0 = 0, в качестве аф-
финного многообразия мы получим все пространство An. Уравнение





1 = 0 показывает, что пустое множество также является аффинным
многообразием. Наконец, множество нулей одного непостоянного мно-
гочлена f1(x1, …, xn) называется аффинной гиперповерхностью в про-
странстве An.

С каждым алгебраическим многообразием X связана алгебра ре-
гулярных функций C[X], которая определяется как алгебра функций
на X , полученных ограничением на X всевозможных многочленов на
пространствеAn. Другими словами, алгебраC[X] — это факторалгебра
алгебры многочленов C[x1, …, xn] по идеалу I(X) всех многочленов,
которые тождественно обращаются в нуль на подмножестве X .

Определим группу полиномиальных автоморфизмов Aut(X) аффин-
ного многообразия X . Эта группа будет состоять из полиномиальных
отображений ϕ : An→ An, которые переводят подмножество X в себя
и для которых найдется полиномиальное отображение ψ: An→ An со
следующими свойствами: оно также переводит X в себя и композиции
ϕ ◦ψ и ψ ◦ϕ индуцируют тождественное отображение на X . Нетрудно
показать, что группа Aut(X) — это в точности группа автоморфизмов
алгебры C[X].

Рассмотрим аддитивную группу Ga поля комплексных чисел, т. е.
Ga = (C, +). Нас будут интересовать действия этой группы на аффин-
ном многообразии X , для которых отображение действия Ga × X → X
задано многочленами. В этом случае мы получаем гомоморфизм Ga→

→ Aut(X), образ которого называют Ga-подгруппой группы Aut(X). Та-
кую подгруппу можно рассматривать как однопараметрическую груп-
пу автоморфизмов ϕt : X→ X , где t ∈C и ϕt ◦ϕs=ϕt+s.

Определим группу специальных автоморфизмов SAut(X) аффин-
ного многообразия X как подгруппу в Aut(X), порожденную всеми
Ga-подгруппами. Оказывается, эта подгруппа тесно связана с беско-
нечно транзитивными действиями: здесь возникают неожиданные ре-
зультаты в духе «транзитивность влечет бесконечную транзитивность».
Более точно, имеет место следующая теорема.

Тåîðåìà  ([, theorem .]). Пусть X — неприводимое аффинное
многообразие размерности не ниже 2. Предположим, что группа SAut(X)

транзитивно действует на множестве гладких точек X reg многообра-
зия X. Тогда действие SAut(X) на X reg бесконечно транзитивно.

Полагаясь на эрудицию или интуицию читателя, мы не будем опре-
делять все используемые в формулировке теоремы  термины. Вместо
этого мы расскажем об одной идее, которая отчасти объясняет, почему
группа SAut(X) обладает определенной гибкостью и как эта гибкость
может привести к бесконечной транзитивности.
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Действие группы Ga автоморфизмами алгебры C[X] можно про-
дифференцировать: рассмотрим

D( f ) :=
d
dt

���
t=0
ϕt( f ).

Тогда D : C[X]→ C[X] — линейный оператор, удовлетворяющий пра-
вилу Лейбница (проверьте это!):

D( f h)= D( f )h+ fD(h) для любых f , h∈C[X].

Такие линейные операторы называют дифференцированиями алгебр.
Оказывается, что наш оператор D обладает дополнительным свой-

ством локальной нильпотентности. А именно, для любого f ∈ C[X]

найдется такое натуральное k, что Dk( f )= 0.

Пðèìåð . Пусть X = A2, C[X]= C[x, y] и ϕt(x, y)= (x + ty2, y).
Дифференцируя по t при t = 0, получаем D(x) = y2 и D( y) = 0. Это
показывает, что D совпадает с локально нильпотентным дифференци-

рованием y2 ∂
∂x

алгебры C[x, y].

Обратно, по каждому локально нильпотентному дифференцирова-
нию D алгебры C[X] можно восстановить соответствующее Ga-дей-
ствие. А именно, для данной функции f ∈C[X] определим ϕt( f ) с по-
мощью формулы для экспоненты:

ϕt( f )= exp(tD)( f )= f +
t

1!
D( f )+

t2

2!
D2( f )+

t3

3!
D3( f )+…

В силу локальной нильпотентности D для каждого f сумма справа ко-
нечна, и можно проверить, что мы получаем корректно определенную
однопараметрическую группу автоморфизмов {ϕt} алгебры C[X]. Тем
самым Ga-подгруппы в группе Aut(X) биективно соответствуют ло-
кально нильпотентным дифференцированиям D алгебры C[X]. А изу-
чать дифференцирования намного проще.

В качестве конкретного приложения этой техники заметим, что ес-
ли D — локально нильпотентное дифференцирование алгебры C[X] и
D(h)= 0 для некоторого h ∈ C[X], то линейный оператор hD, опреде-
ленный по правилу (hD)( f ) := hD( f ), также является локально ниль-
потентным дифференцированием. Полученные таким образом диффе-
ренцирования называют репликами дифференцирования D.

Для знакомого с дифференциальной геометрией читателя отме-
тим аналогию: Ga-подгруппе соответствует однопараметрическая под-
группа диффеоморфизмов, являющихся сдвигами за время t вдоль
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векторного поля v на компактном многообразии X . Оператору D со-
ответствует оператор дифференцирования вдоль этого векторного по-
ля (уже не обязательно локально нильпотентный), а восстановление
по нему Ga-подгруппы с помощью экспоненты — нахождению сдвига
вдоль векторного поля за данное время t; реплике же соответствует
переход от поля v к полю hv.

Возвращаясь к репликам, отметим, что им также соответствуют
Ga-подгруппы, типичные орбиты действий которых на X совпадают
с типичными орбитами Ga-действия, отвечающего дифференцирова-
нию D. Но скорость движения по орбитам при переходе к репликам
изменяется. В частности, те Ga-орбиты исходного действия, которые
попадают в подмногообразие h= 0, становятся кривыми неподвижных
точек.

Например, дифференцирование D =
∂

∂x
алгебры C[x, y] соответ-

ствует Ga-подгруппе параллельных переносов (x + t, y). Переход к

реплике h( y)
∂

∂x
означает переход к Ga-подгруппе (x + th( y), y). От-

носительно этой подгруппы неподвижны точки на прямых y = c, где
c пробегает корни многочлена h( y).

Это соображение показывает, что переход к репликам позволяет
останавливать движение точек на одних линиях уровня функции h,
продолжая двигать точки на других линиях уровня. Это важный шаг в
доказательстве теоремы .

Наконец, укажем широкий класс явно заданных аффинных гипер-
поверхностей X , для которых действие группы SAut(X) на множестве
гладких точек X reg бесконечно транзитивно.

Тåîðåìà  ([, theorem .]). Пусть n¾ 3 и X — гиперповерхность
в An, заданная уравнением

x1 x2= f (x3, …, xn)

для некоторого непостоянного многочлена f ∈C[x3, …, xn]. Тогда груп-
па SAut(X) действует на множестве гладких точек X reg бесконечно
транзитивно.

Интересно было бы узнать, является ли бесконечная транзитив-
ность действия группы SAut(X) единственной причиной для бесконеч-
ной транзитивности действия группы всех полиномиальных автомор-
физмов Aut(X) аффинного многообразия X . В работе [] показано, что
это верно при незначительных ограничениях на многообразие X , и,
вероятно, это верно всегда. Подробнее о бесконечной транзитивности
действий групп автоморфизмов алгебраических многообразий можно
прочитать в обзоре [].
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Задачи к разделу 

Зàäà÷à . Докажите, что группа полиномиальных автоморфиз-
мов Aut(A1) аффинной прямой A1 состоит из автоморфизмов вида
x 7→ ax+ b, a 6= 0.

Зàäà÷à . Докажите, что группа полиномиальных автоморфиз-
мов Aut(A1) аффинной прямой A1 действует на этой прямой 2-транзи-
тивно, но не 3-транзитивно, а также действие Aut(A1) на A1 является
2-регулярным.

Зàäà÷à . Приведите примеры нетривиальных нормальных под-
групп в группах полиномиальных автоморфизмов Aut(A1) и Aut(An)
при n¾ 2.

Зàäà÷à . Покажите, что SAut(An) 6=Aut(An) для любого натураль-
ного n.

Зàäà÷à . Проверьте, что треугольное полиномиальное отобра-
жение допускает полиномиальное обратное.

Зàäà÷à . Найдите явные формулы для автоморфизмов, обрат-
ных к автоморфизмам Нагаты и Аника.

Зàäà÷à . Докажите теорему  над бесконечным полем положи-
тельной характеристики.

Зàäà÷à . Покажите, что при n ¾ 2 группа SAut(An) действует
на An бесконечно транзитивно.
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. Бесконечная транзитивность
для конечных наборов подгрупп

Вернемся к действию полиномиальных автоморфизмов на плоско-
сти A2. В этом разделе основное поле также будем считать полем ком-
плексных чисел C.

В доказательстве теоремы  мы рассматривали преобразования, ко-
торые при n= 2 имеют вид

(x+ f (x), y) и (x, y + h( y)),

где многочлены f и h строились как интерполяционные многочлены
Лагранжа и их степень зависела от числа m точек в перемещаемом
наборе.

Можно ли получить бесконечную транзитивность, действуя мно-
гочленами ограниченной степени? Фиксируем числа a, b ∈ Z¾0 и рас-
смотрим две группы преобразований:

Fa= {(x +αya, y) |α∈C} и Sb = {(x, y + β xb) |β ∈C}.

Рассмотрим подгруппу Ha,b в Aut(A2), порожденную подгруппами Fa

и Sb. Выясним, какова кратность транзитивности ее действия наA2 или
A2 \ {(0, 0)}. Разберем случаи в зависимости от a и b.

• Если a= 0 или b= 0, к соответствующей координате прибавляют-
ся константы. В этом случае группа Ha,b действует на A2 транзитивно,
но поскольку преобразования из группы Ha,b сохраняют разности со-
ответствующих координат, это действие не является 2-транзитивным.
Поэтому далее мы считаем, что ab 6= 0, и рассматриваем действие Ha,b

на A2 \ {(0, 0)}.
• При a= b= 1 получаем линейные преобразования. Они сохраня-

ют свойство векторов быть пропорциональными, что также противо-
речит 2-транзитивности.

• Пусть ab¾ 3. Рассмотрим первообразный кореньω степени ab−1

из 1. Это означает, что ωab−1
= 1 и ωk 6= 1 при 0< k< ab− 1.

Рассмотрим пары вида

{(P, Q)∈A2×A2 | P = (x, y), Q= (ωx, ωb y)}.
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Тогда

Fa :
(x, y) 7→ (x+αya, y),

(ωx, ωb y) 7→ (ωx+αωab ya, ωb y)= (ω(x+αya), ωb y),

Sb :
(x, y) 7→ (x, y + β xb),

(ωx, ωb y) 7→ (ωx, ωb y + βωb xb)= (ωx, ωb( y +β xb)).

Эти вычисления показывают, что группа Ha,b сохраняет множество пар

такого вида и не может действовать на A2 \ {(0, 0)} даже 2-транзитив-
но. Нам остается рассмотреть последний случай: ab= 2.

• Случай ab= 2. С точностью до перестановки переменных мы мо-
жем считать, что a = 1 и b = 2. Другими словами, мы рассматриваем
группу H1,2, порожденную преобразованиями вида

(x+αy, y) и (x, y + β y2), α, β ∈C.

Здесь обнаруживается достаточно неожиданный эффект.

Тåîðåìà . Группа H1,2 действует наA2 \ {(0, 0)} бесконечно тран-
зитивно.

В настоящее время известны два принципиально различных доказа-
тельства этого факта: одно дано в работе [], другое в препринте [].
Каждое из этих доказательств не является элементарным. Было бы по-
лезно найти элементарное доказательство теоремы .

В заключение мы приведем два факта о бесконечной транзитивно-
сти действий полиномиальных автоморфизмов ограниченной степени
на аффинных пространствах большой размерности.

Тåîðåìà  ([, theorem .]). Пусть n¾ 3 и G — подгруппа группы
Aut(An), порожденная преобразованиями вида

(x1, …, xi +αx2
j , …, xn), α∈C, для всех i 6= j.

Тогда действие GxAn \ {(0, …, 0)} бесконечно транзитивно.

Еще один результат касается «небольших» подгрупп группы авто-
морфизмов, действующих бесконечно транзитивно.

Тåîðåìà  ([, theorem .], [, corollary ]). Для любого n ¾ 2

найдутся такие триGa-подгруппы U1, U2, U3 группы Aut(An), что груп-
па G, порожденная этими подгруппами, действует на An бесконечно
транзитивно.

Легко видеть, что при n= 2 теорема  следует из теоремы .
Было бы интересно выяснить, можно ли в теореме  обойтись двумя

Ga-подгруппами. Также хотелось бы найти условия, при которых груп-
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па, порожденная данным конечным набором Ga-подгрупп, действует
на множестве гладких точек данного аффинного многообразия X тран-
зитивно или бесконечно транзитивно.

Задачи к разделу 

Зàäà÷à . При каких значениях параметров a и b группа Ha,b ком-
мутативна?

Зàäà÷à . Докажите, что группа H1,1 изоморфна группе SL2(C).

Зàäà÷à . Докажите, что группа Ha,b транзитивна на A2 тогда и
только тогда, когда ab = 0, а в остальных случаях эта группа транзи-
тивна на A2 \ {(0, 0)}.

Зàäà÷à . Пусть n¾ 3 и k ¾ 3. Рассмотрим подгруппу Gk группы
Aut(An), порожденную преобразованиями вида

(x1, …, xi +αxk
j
, …, xn), α∈C, для всех i 6= j.

Докажите, что действие группы Gk на An \ {(0, …, 0)} не является
2-транзитивным.

Зàäà÷à . Выведите теорему  при n= 2 из теоремы .
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. Приложение. Необходимые сведения
из теории групп

В этом приложении мы собрали используемые в основном тексте
определения и факты из теории групп. Более подробно о группах мож-
но прочитать в учебниках [, , , ].

Множество G с бинарной операцией ·: G× G→ G, (g1, g2) 7→ g1 · g2,
называется группой, если

) операция · ассоциативна, т. е. g1 · (g2 · g3)= (g1 · g2) · g3 для любых
g1, g2, g3 ∈G;

) существует нейтральный элемент e∈ G, для которого e · g= g · e=
= g при всех g ∈G;

) для любого элемента g ∈ G найдется обратный элемент g−1 ∈ G,
для которого g · g−1

= g−1 · g= e.
Операцию в группе традиционно называют умножением и сим-

вол «·» опускают. Отметим также, что множество с ассоциативной
бинарной операцией называют полугруппой, а множество с ассоциа-
тивной бинарной операцией и нейтральным элементом — моноидом.

Порядком группы G называется число элементов в множестве G. По-
рядок группы G обозначается |G|.

Группа G коммутативна, или абелева, если для любых g1, g2 ∈ G
выполнено g1g2= g2g1.

Примерами групп являются:
• аддитивные группы (Z, +), (Q, +), (R, +), (C, +), (Zn, +);
• мультипликативные группы (Q \ {0}, ×), (R \ {0}, ×), (C \ {0}, ×),

(Zp \ {0}, ×), где p — простое число;
• множество S(X) биекций σ : X → X некоторого множества X с

операцией композиции; если |X | = n, то S(X)= Sn — симметрическая
группа, или группа подстановок, причем |Sn|= n! (также рассматрива-
ется знакопеременная группа, или группа четных подстановок, обозна-
чаемая An, для которой |An|= n!/2);

• группы матриц GLn(K) и SLn(K), где K — некоторое поле.
Подмножество H ⊆ G — это подгруппа группы G, если e ∈ H и для

любых элементов h1, h2 ∈ H выполнено h1h−1
2 ∈ H. Другими словами,

подмножество H само является группой относительно ограничения
той же бинарной операции.
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С каждым элементом g группы G связана циклическая подгруппа,
т. е. подмножество элементов 〈g〉= {gm |m∈Z}.

Отображение групп ϕ : G1 → G2 называется гомоморфизмом, если
оно сохраняет операции, т. е. для любых a, b ∈ G1 выполнено ϕ(ab)=

= ϕ(a)ϕ(b), где в левой части равенства умножение в группе G1, а в
правой — в G2. Легко проверить, что гомоморфизм переводит ней-
тральный элемент группы G1 в нейтральный элемент группы G2, а
образом обратного элемента является элемент, обратный к образу. Изо-
морфизм групп — это биективный гомоморфизм. Можно проверить,
что отображение, обратное к изоморфизму, также сохраняет операции.
Две группы называются изоморфными, если между ними можно уста-
новить изоморфизм. В алгебре группы рассматривают с точностью до
изоморфизма, т. е. изоморфные группы считают одинаковыми. Нако-
нец, автоморфизм — это изоморфизм из группы G в себя. Множество
всех автоморфизмов группы G образует группу относительно операции
композиции. Эта группа обозначается Aut(G).

Группу G называют циклической, если найдется такой элемент g∈G,
что G= 〈g〉. Каждая циклическая группа коммутативна и не более чем
счетна. Более того, любая бесконечная циклическая группа изоморфна
группе (Z, +), а любая циклическая группа порядка n изоморфна груп-
пе (Zn, +).

Левый смежный класс элемента g ∈ G по подгруппе H ⊆ G — это под-
множество gH = {gh | h ∈ H}, а правый смежный класс элемента g ∈ G
по подгруппе H ⊆ G — подмножество Hg= {hg | h∈ H}.

Легко проверяется, что левые (правые) смежные классы различных
элементов группы либо не пересекаются, либо совпадают, поэтому
вся группа разбивается в дизъюнктное объединение левых (правых)
смежных классов. Полезно отметить, что левый и правый смежные
классы нейтрального элемента совпадают с подгруппой H, т. е. eH =
= He= H.

Из этих наблюдений вытекает теорема Лагранжа, которая утвер-
ждает, что для любой конечной группы G и любой подгруппы H ⊆ G
мы имеем

|G|= [G : H]|H|,

где [G : H] — индекс H в G, т. е. число левых (или правых) смежных
классов в группе G по подгруппе H.

Из теоремы Лагранжа следует, что для любой конечной группы G
порядок любой ее подгруппы H делит порядок G. Например, в группе G
из 25 элементов кроме тривиальных подгрупп {e} и G могут быть лишь
подгруппы из 5 элементов.
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Порядком ord(g) элемента g ∈ G называется минимальное натураль-
ное число k, для которого gk

= e, или ∞, если такого k не существует.
Легко показать,что ord(g) = |〈g〉|, что объясняет употребление слова
«порядок» в двух разных смыслах. Отметим, что последнее равенство
справедливо и для элемента g бесконечного порядка.

Из теоремы Лагранжа вытекает, что для любого элемента g конеч-
ной группы G число ord(g) делит порядок группы |G| и что

g|G|= e.

Подгруппа H группы G называется нормальной, если gH = Hg для
любого элемента g ∈ G. Эквивалентно, подгруппа H ⊆ G нормальна,
если gHg−1

= H для любого g ∈ G. Например, любая подгруппа в ком-
мутативной группе нормальна.

Будем говорить, что подгруппы H1 и H2 группы G сопряжены, если
найдется элемент g ∈ G, для которого H2 = gH1g−1. В этих терминах
нормальная подгруппа — это подгруппа, которая сопряжена только са-
мой себе. Полезно отметить, что для заданного элемента g ∈ G отобра-
жение сопряжения

G→G, h 7→ ghg−1,

является автоморфизмом группы G. Такие автоморфизмы называют
внутренними, а все прочие автоморфизмы называются внешними.

Итак, нормальные подгруппы — это в точности подгруппы, кото-
рые инвариантны относительно всех внутренних автоморфизмов. Если
подгруппа инвариантна относительно всех автоморфизмов, она назы-
вается характеристической.

На множестве левых смежных классов G/H группы G по подгруп-
пе H можно попробовать определить бинарную операцию по следую-
щей естественной формуле:

G/H × G/H→ G/H, (g1H)(g2H)= g1g2H.

Легко проверить, что так заданная операция корректно определена,
т. е. не зависит от выбора представителей смежных классов, тогда и
только тогда, когда подгруппа H нормальна. Тем самым мы получаем
структуру группы на множестве смежных классов G/H группы G по
нормальной подгруппе H. Это группа называет факторгруппой груп-
пы G по нормальной подгруппе H.

Теорема о гомоморфизме утверждает, что для произвольного гомо-
морфизма группϕ : G1→ G2 ядро Ker(ϕ) является нормальной подгруп-
пой группы G1 и имеется изоморфизм между образом Im(ϕ) и фактор-
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группой G/Ker(ϕ). Этот изоморфизм устанавливается формулой

G/Ker(ϕ)→ Im(ϕ), gKer(ϕ) 7→ϕ(g).

Теорема о гомоморфизме позволяет получать конструктивные реализа-
ции для факторгруппы G/H: чтобы «представить себе» факторгруппу
G/H, надо подобрать гомоморфизм ϕ : G→ F в некоторую группу F,
ядром которого будет подгруппа H. После этого G/H будет отождеств-
лена с подгруппой Im(ϕ) группы F.

Центром группы G называется подмножество

Z(G)= {a∈G | ab= ba ∀b∈G}.

Ясно, что Z(G) — это нормальная и даже характеристическая подгруп-
па в G. Далее, G = Z(G) тогда и только тогда, когда группа G коммута-
тивна.

Группа G называется нильпотентной, если в ней существует такая
цепочка нормальных подгрупп

G= Zn ⊇ Zn−1⊇…⊇ Z1 ⊇ Z0 = {e},

что Z1 = Z(G) и Zi+1 — это подгруппа, для которой Zi+1/Zi = Z(G/Zi). Из
определения легко вывести, что центр нильпотентной группы нееди-
ничен и что гомоморфный образ нильпотентной группы нильпотентен.

Нормализатор подгруппы H в группе G — это подмножество

NG(H)= {g ∈G | gHg−1
= H}.

Это наибольшая подгруппа группы G, которая содержит H в качестве
нормальной подгруппы. В частности, H нормальна в G тогда и только
тогда, когда G= NG(H).

Также полезно определить централизатор подгруппы H ⊆G:

ZG(H)= {a∈ G | ab= ba ∀b∈ H}

и централизатор элемента g ∈ G:

ZG(g)= {a∈G | ag= ga}.

Ясно, что ZG(〈g〉)= ZG(g).
Будем говорить, что подгруппа H группы G порождается подмно-

жеством S⊆ H, если H — это наименьшая подгруппа в G, которая со-
держит подмножество S. Ясно, что такая подгруппа состоит из всевоз-
можных произведений элементов подмножества S и обратных к ним
элементов. Подмножество S ⊆ G порождает группу G, если группа G
совпадает с подгруппой, порожденной подмножеством S. Заметим, что
группа является циклической тогда и только тогда, когда она может
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быть порождена одним элементом. Более общо, группа G называется
k-порожденной, если в G можно выбрать порождающее подмножество
из k элементов.

Определим коммутант группы G как подгруппу [G, G], порожден-
ную всеми выражениями вида

aba−1b−1, a, b∈G.

Легко видеть, что коммутант является характеристической и, в част-
ности, нормальной подгруппой в G. Это наименьшая нормальная под-
группа, факторгруппа группы G по которой коммутативна. В частно-
сти, [G, G] = {e} тогда и только тогда, когда G коммутативна. Если
G= [G, G], то группа G называется совершенной.

Группа G называется простой, если G не содержит нормальных под-
групп, кроме тривиальных подгрупп {e} и G. Легко видеть, что группа G
проста тогда и только тогда, когда любой гомоморфизм из группы G в
некоторую группу F либо отображает все элементы G в нейтральный
элемент F, либо является инъективным отображением. Для коммута-
тивной группы G простота означает, что G не содержит нетривиальных
подгрупп. Это свойство выполнено только для групп (Zp, +), где p —
простое число.

Задачи к разделу 

Зàäà÷à . Докажите, что любая конечная полугруппа содержит
такой элемент a, что a2

= a.

Зàäà÷à . Приведите примеры счетных коммутативных групп, не
являющихся циклическими.

Зàäà÷à . Докажите, что группы (R, +) и (R>0, ×) изоморфны.

Зàäà÷à . Пусть G — группа, все элементы которой имеют поря-
док не больше 2. Докажите, что G коммутативна и, более того, G изо-
морфна группе (V , +), где V — векторное пространство над полем Z2.

Зàäà÷à . Найдите все группы G, для которых Aut(G)= {e}.

Зàäà÷à . Приведите пример двух элементов порядка 2 в некото-
рой группе G, произведение которых имеет бесконечный порядок.

Зàäà÷à . Приведите пример подгруппы H в группе G, которая не
является нормальной, но содержит такую неединичную подгруппу N ,
что N нормальна в G.

Зàäà÷à . Приведите пример подгруппы H в группе G и элемента
g ∈ G, для которых подгруппа gHg−1 является собственным подмноже-
ством в H.
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Зàäà÷à . Приведите пример группы G и двух таких ее подгрупп
H2 ⊆ H1 ⊆ G, что подгруппа H2 нормальна в H1, подгруппа H1 нормаль-
на в G, но подгруппа H2 не нормальна в G.

Зàäà÷à . Приведите пример такой конечной группы G и такого
делителя d числа |G|, что в группе G нет подгруппы из d элементов.

Зàäà÷à . Приведите пример подгруппы H в некоторой группе G,
которая является нормальной, но не характеристической.

Зàäà÷à . Найдите центры групп Sn, An, GLn(R) и SLn(C).

Зàäà÷à . Верно ли, что центр факторгруппы G/Z(G) всегда три-
виален?

Зàäà÷à . Докажите, что в группе An при n ¾ 5 нет нетривиаль-
ных нормальных подгрупп.

Зàäà÷à . Докажите, что при n¾ 5 единственной нетривиальной
нормальной подгруппой в группе Sn является подгруппа An.

Зàäà÷à . Предположим, что конечная группа G порождается эле-
ментами порядка 2. Следует ли из этого, что существует сюръективный
гомоморфизм из G в группу из двух элементов?

Зàäà÷à . Пусть N — максимальная по включению собственная
нормальная подгруппа группы G. Докажите, что факторгруппа G/N
проста.

Зàäà÷à . Докажите, что группа SLn(C) является совершенной.
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Указания к задачам

. Если H ⊆ G — собственная подгруппа конечного индекса, то рас-
смотрите ядро действия группы G на G/H левыми сдвигами.

. Первая подгруппа имеет в своем нормализаторе индекс n!, а вто-
рая совпадает со своим нормализатором.

. Рассмотрите ядра неэффективности таких действий.

. Воспользуйтесь тем, что единственной нетривиальной нормаль-
ной подгруппой в Sn, n¾ 5, является подгруппа An.

. Посчитайте двумя разными способами число элементов множе-
ства

{(g, x) | gx= x, g ∈ G, x ∈ X }.

. Рассмотрите пары (g, g−1).

. При вложении Кэли элемент порядка 2 переходит в произведе-
ние n транспозиций. Это нечетная подстановка, и требуемая подгруппа
получается пересечением образа G с подгруппой A2n.

. Таких действий два — тождественное и нетождественное.

. Подойдет отображение g 7→ g−1.

. Можно взять G=Z2 ⊕Z4 и множество X из четырех элементов.

. Воспользуйтесь леммой .

. Действие группы сохраняет свойство пары прямых лежать в од-
ной двумерной плоскости.

. Рассмотрите группу биекций, каждая из которых перемещает
лишь конечное число элементов.

. Может. Например, группа F2 содержит бесконечно много нор-
мальных подгрупп конечного индекса. Чтобы это доказать, рассмотри-
те сюръективные гомоморфизмы из F2 в конечные группы.

. Используйте задачу .

. Автору такие условия неизвестны, и было бы интересно их узнать.

. В первом случае подходит группа параллельных переносов, во
втором — группа автоморфизмов с якобианом . Также в каждом из
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случаев можно взять подгруппу SAut(An). При n = 1 она совпадет с
группой параллельных переносов. При n¾ 2 вопрос о том, совпадает
ли SAut(An) с группой автоморфизмов с якобианом , остается откры-
тым.

. В доказательстве теоремы  мы использовали только автомор-
физмы из SAut(An).

. В точности при a= b= 0.

. При ωk−1
= 1 пары точек вида (P, ωP) будут переходить в пары

того же вида.

. Добавьте к группе H1,2 подгруппу параллельных переносов вдоль
одной из координат.

. Можно взять (Q, +) или (Q \ {0}, ×).

. Подойдет отображение a 7→ ea.

. Это {e} и Z2. Для некоммутативных групп рассмотрите внутрен-
ние автоморфизмы, для коммутативных — отображение a 7→ −a или
линейные отображения над Z2.

. Можно в группе движений вещественной плоскости взять два
отражения относительно прямых, угол между которыми не является
рациональным кратным числа π.

. Можно взять G= S(Z), H = S(N) и g : i 7→ i+ 1.

. Например, G = A4, H1 = [A4, A4]= V4 и H2 — любая подгруппа
порядка 2 в V4.

. Можно взять G= A4 и d= 6 или G= A5 и d= 30.

. Можно рассмотреть группу диэдра D4 или группу кватернио-
нов Q8.

. Группа A5 порождается произведениями пар независимых транс-
позиций.
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