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Кластер-анализ – это проведение классификации по 

таблице данных в условиях, когда непонятно, что 

является главным признаком

Самый популярный пример: таблица 150х4

 Три таксона по 50 экз. цветка Ирис
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Ирис
#

150 х 4

Таблица данных
w1 w2  w3 w4

1

2

3

4

5

6

7

8

9

…                        
150

5.1 3.5 1.4  0.3

4.4 3.2 1.3  0.2

4.4 3.0 1.3  0.2

5.0 3.5 1.6  0.6

5.1 3.8 1.6  0.2

4.9 3.1 1.5  0.2

5.0 3.2 1.2  0.2

4.6 3.2 1.4  0.2

5.0 3.3 1.4  0.2

                                    
6.5 3.2 5.1  2.0



 В. Д. Небылицын (1930-72): Типов больше, но эти четыре могут быть 

определены силой и скоростью нервных процессов:

 Скорость +, Сила - сангвиник

 Скорость +, Сила + холерик

 Скорость -, Сила + флегматик

 Скорость -, Сила - меланхолик
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Все классы сразу 

Психология: Типы темпераментов
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Самый популярный метод кластер-

анализа К-средних (K-Means)
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Критерий:

минимизировать сумму   

расстояний между 

точками/объектами и 

центрами их кластеров D(S,c)

S - кластеры

C – центры (звездочки)

D(S,c) - суммарное расстояние 



K-Means criterion:

Mirkin_Least_Squares

Find partition S and centers c 

to minimize: 

𝑫 𝑺, 𝒄 = ෍

𝒌=𝟏

𝑲

෍

𝒊∈𝑺𝒌

𝒅 𝒊, 𝒄𝒌

Criterion: Sum of distances between 

entities and centers of their clusters

Distance d(.,.) (squared Euclidean):

         X= [  1,      2,         -2]

         Y= [  1,     -1,         -1]                  

     X-Y=[1-1, 2-(-1),  -2-(-1)]=[0, 3, -1]

d(X,Y)=<X - Y, X - Y>=02+32+(-1)2 = 10
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Generative modeling:

      Data =  Model-Derived Data + Residual
Parameters of the model are adjusted to minimize 

Residuals

“A generative model is a machine learning model designed to 
create new data that is similar to its training data.”
https://www.ibm.com/think/topics/generative-model#

“The purpose of such models is to generate new samples 
from what was already in the training data.”
https://toloka.ai/blog/history-of-generative-ai/ 
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A generative model for K-means:
K-means criterion

Sk is cluster, v - feature, yiv – v-th coordinate of object i, ck=(ckv) – Sk‘ center 

is the least-squares criterion for model

                                          yiv = ckv   + eiv      for i Sk , k=1,2,…, K
                  or
                                                                                                    

                                                                                             

                 where zik =1 for i Sk, and zik =0 for i Sk
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𝐷(𝑆, 𝑐) = ෍

𝑘=1

𝐾

෍

𝑖∈𝑆𝑘

෍

𝑣=1

𝑉

(𝑦𝑖𝑣 −𝑐𝑘𝑣)2

𝑦𝑖𝑣 = σ𝑘=1
𝐾 𝑧𝑖𝑘𝑐𝑘𝑣 + 𝑒𝑖𝑣                    (*)



Это модель матричной факторизации

YZCT

                    Y=ZCT + E, ||E||2  min
Y - NV data matrix (observed, pre-processed)

Z - NK cluster incidence binary matrix to find

C - VK cluster center matrix to find

Подобная таким же моделям для

PCA Principal Component Analysis

Z: factor scores, C: feature loadings 

mutual orthogonality, maximum contribution

Hierarchical clustering (Z - triple divergence 
base)BMirkin2025
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Три приложения

1. Сегментация данных

2. Консенсус кластеринг

3. Определение структурной сложности 

таблицы данных (на основе 1. и 2.)
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Сегментация данных
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Дополнительный критерий  

для наименьших квадратов остатков

                 

             T      =            F(S,c)       +        D(S,c) 

«Разброс данных» T = “Дополнительный критерий”

F(S,c) +”Критерий к-средних” D(S,c)
BMirkin2025
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Дополнительный критерий

Эквивалентная задача: максимизировать 

дополнительный критерий        

𝑭 𝑺, 𝒄 = σ𝒌=𝟏
𝑲 𝑵𝒌 < 𝒄𝒌, 𝒄𝒌 >

Дополнительный критерий для одного кластера S

 

 𝑭 𝑺, 𝒄 = 𝑵𝑺 < 𝒄𝑺, 𝒄𝑺 >
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Сегментация по дополнительному  критерию   
𝑭 𝑺, 𝒄 = 𝑵𝑺 < 𝒄, 𝒄 >
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- Начни с произвольного объекта как центра с кластера 
- Итерируй, пока не сойдется:

- Отнеси к кластеру те объекты, которые ближе к с, чем к 0
- Перенеси центр с в центр тяжести кластера

с



Segmentation works well, especially 

starting from the most anomalous

Offshore upwelling patterns (S. Nascimento et al. 

2015, 2017, 2023)

Tendencies in data analysis research (Frolov et 

al. 2020, Mirkin et al. 2025) 
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Consensus clustering
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Given an entity set I, and 

m partitions of it,

R1, R2, …, RM, 

Define consensus partition S 

of I:

     MinS σ𝑡=1
𝑀 𝑑(𝑆, 𝑅𝑡)

with d(R,S), predefined 

distance over partitions 

of set I

R1                              R2                     

                                                

                            

                            R3



Consensus clustering with Projective 

distance between partitions

[Mirkin, B., & Muchnik, I. (1981). Geometric interpretation of 
criteria for cluster-analysis (in Russian) Методы анализа 
многомерных экономических данных. Новосибирск: Наука, 
3-11.

Mirkin, B. G., & Parinov, A. A. (2024). Agglomerate consensus 
cluster analysis with automatic selection of the number of 
clusters. Avtomatika i telemehanika/Automation and Remote 
Control, (3), 6-22.]
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Projective distance between partitions,1

Given partitions R={R1,…,RK}, S={S1,…,SL} of I, define binary 

NK and NL incidence matrices X=(xik) and Y=(yil):

𝑥𝑖𝑘 = ቊ
1,  if 𝑖 ∈ 𝑅𝑘  (𝑘 = 1,2, … , 𝐾)
0,  otherwise 

𝑦𝑖𝑙 = ቊ
1,  if 𝑖 ∈ 𝑆𝑙  (𝑙 = 1,2, … , 𝐿)
0,  otherwise 

Define orthogonal projector PX=X(XTX)-1XT. 

 In PX : (i,j)-th entry is 0, except for the case at which both 

i,jRk for some k – in this case that is 1/Nk where Nk= #Rk.
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Projective distance between partitions,2

Given partitions R={R1,…,RK}, S={S1,…,SL} of I, define binary NK 

and NL incidence matrices X=(xik) and Y=(yil):

𝒚𝒊𝒍 = ቊ
𝟏,  𝐢𝐟 𝒊 ∈ 𝑺𝒍 (𝒍 = 𝟏, 𝟐, … , 𝑳)
𝟎,  𝐨𝐭𝐡𝐞𝐫𝐰𝐢𝐬𝐞 

Define mean(Y)=(p1,…,pL), vector of relative frequencies

Define Y′=Y − mean(Y) (subtracting mean(Y) from every row of Y)

Define orthogonal projector PX=X(XTX)-1XT. 

Projective distance: the summary squared difference between Y′ 

and PXY′:

                                      Pd(R,S)=ǁY′− PXY′ǁ2

Meaning: How suitable is span(X) for reproducing Y′ ?
BMirkin2025
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Projective distance consensus

Pd consensus:  Given partitions R1, R2,…, Rm, of I, 
find S={S1,…,SL} to minimize σ𝒕=𝟏

𝒎 𝑷𝒅 𝑺, 𝑹𝒕 . 

Theorem 1. Pd consensus satisfies the generative 
clustering model with data of the incidence matrix of 
cluster ensemble.

Theorem 2. Pd consensus S maximizes the summary 
average criterion 

                      𝑮(𝑺) = σ𝒌=𝟏
𝑲 𝟏

|𝑺𝒌|
σ𝒊,𝒋∈𝑺𝒌

𝒂𝒊𝒋

where A=(aij) is the consensus matrix.
BMirkin2025
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Dataset Complexity [joint work with A. 
Rubchinski, F. Aleskerov, and F. Carvalho]

MRAC method

Segmentation of the dataset

Consensus partition over the segments

Data Complexity = 

     Relative average distance between 

Segments and Consensus Partition
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Dataset of Zero complexity

Objects Feature 1 Feature 2 Feature 3

O1 A No 20

O2 A No 20

O3 B Yes 10

O4 B Yes 10

O5 B Yes 10
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Characteristics of datasets from UC Irvine Machine 
learning Repository.
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Table 1. Characteristics of datasets from UC Irvine Machine Learning Repository.

Dataset # features # objects # clusters Complexity, %

Iris 4 150 3 36.93

Wine 13 178 3 61.53

Yeast 8 1484 10 76.03

Segmentation

(Image)

19 210 7 81.17*

Glass 9 214 7 94.69

E-coli 7 336 8 96.81

Optical Digit 64 5620 10 98.26**

Zoo 17 101 7 98.92



Conclusion

The generative model is of interest both 

theoretically and practically

The subject of Data complexity deserves further 

exploration
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