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Äðîáíûå ÷àñòè è âñþäó ïëîòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Â òåîðèè ÷èñåë ëþáÿò èçó÷àòü ðàñïðåäåëåíèå äðîáíûõ äîëåé

çíà÷åíèé ôóíêöèé â íàòóðàëüíûõ òî÷êàõ. Ïóñòü f (n) � ôóíêöèÿ

N → R, çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f (1)}, {f (2)}, . . .. Å¼
ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò [0, 1) = R/Z.

Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî

òàêîå âñþäó ïëîòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn ∈ [0, 1) âñþäó ïëîòíà, åñëè äëÿ ëþáîãî

èíòåðâàëà (a, b) ∈ [0, 1) ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî ξk ∈ (a, b).

Íàïðèìåð, åñëè x èððàöèîíàëüíî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

äðîáíûõ ÷àñòåé {nx} âñþäó ïëîòíà. Åñëè æå x = p
q ∈ Q, òî îíà,

î÷åâèäíî, ïðîáåãàåò òîëüêî äðîáè ñî çíàìåíàòåëåì q è íå

ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíîé.
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Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn ∈ [0, 1) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà, åñëè

äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà (a, b) ∈ [0, 1) âûïîëíåíî

lim
N→∞

1

N
{#n : 1 ⩽ n ⩽ N ξn ∈ (a, b)} = b − a. (1)

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn ∈ [0, 1) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà, åñëè

äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó ôóíêöèè f : [0, 1) → R
âûïîëíåíî

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f (ξn) =

1∫
0

f (x)dx . (2)
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Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ðàññìîòðåííàÿ ðàíåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nx} ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåíà. Âåðíî è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà (Âåéëü (1916))

Ïóñòü õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà

P(x) = anx
n + . . .+ a1x + a0 èððàöèîíàëåí. Òîãäà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {P(n)}n=1,2,... ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà.

Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû, íàïðèìåð, äðîáíûå äîëè
√
n, à âîò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sin(n)} è {log(n)} âñþäó ïëîòíû, íî íå

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû. Åñëè æå âçÿòü ýêñïîíåíöèàëüíûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà xn, âñ¼ ñðàçó ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî

ñëîæíåå: íàïðèìåð, ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{(

3
2

)n}
íåèçâåñòíî

ïî÷òè íè÷åãî, íåïîíÿòíî äàæå, âñþäó ëè îíà ïëîòíà.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ìû áóäåì

èññëåäîâàòü ðàñïðåäåëåíèå ÷èñåë âèäà {anbmα}, ãäå m è n
íåçàâèñèìî ïðîáåãàþò ïî ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, a, b �

ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íàïðèìåð, 2
è 3.

Åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå � a è b íå ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíüþ îäíîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî log a
log b /∈ Q. Òàêèå ÷èñëà

íàçûâàþòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíî íåçàâèñèìûìè, ýòî áîëåå ñëàáîå

óñëîâèå, ÷åì âçàèìíàÿ ïðîñòîòà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëó÷àè âèäà {4n8mα} ìû íå ðàññìàòðèâàåì,

ïîñêîëüêó íà ñàìîì äåëå ýòî òî æå ìíîæåñòâî, ÷òî è {2nα}.
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Òåîðåìà Ôþðñòåíáåðãà

Ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 1 (Ôþðñòåíáåðã (1967))

Ïóñòü a è b � ïðîèçâîëüíûå ìóëüòèïëèêàòèâíî íåçàâèñèìûå

íàòóðàëüíûå ÷èñëà, α � ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà ìíîæåñòâî

{anbmα}, m, n ∈ N (3)

âñþäó ïëîòíî íà èíòåðâàëå (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî Ôþðñòåíáåðãà èñïîëüçóåò ýðãîäè÷åñêóþ

òåîðèþ, ìû áóäåì ñëåäîâàòü ýëåìåíòàðíîìó äîêàçàòåëüñòâó

Áîøåðíèöàíà (1994).
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S

Ïóñòü S � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âåëè÷èíû anbm. Îáîçíà÷èì åãî

ýëåìåíòû êàê s1 < s2 < . . .. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè a è b
ìóëüòèïëèêàòèâíî íåçàâèñèìû, òî lim

n→∞
sn+1

sn
= 1. Òàêîå

ñâîéñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ íåëàêóíàðíîñòüþ.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò

öåëûå p0, q0 è p1, q1 òàêèå, ÷òî

0 < q0 log a− p0 log b < ε 0 > q1 log a− p1 log b > −ε.

À çíà÷èò, 1 < aq0
bp0 ,

bp1
aq1 < eε ∼ 1 + ε. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè

ëþáîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì k åñëè sk = anbm, ëèáî n ⩾ q1,
ëèáî m ⩾ p0 òî÷íî âûïîëíåíî.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ.
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Èíâàðèàíòíîñòü ïîä äåéñòâèåì ïîëóãðóïïû

Îáîçíà÷èì K = R/Z. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå

ïîäìíîæåñòâî X ⊂ K èíâàðèàíòíî ïîä äåéñòâèåì ïîëóãðóïïû

S , åñëè äëÿ ëþáîãî s ∈ S âûïîëíåíî sX ⊂ X .

Òàêèì ñâîéñòâîì,

ðàçóìååòñÿ, îáëàäàåò ðàññìàòðèâàåìîå â çàäà÷å ìíîæåñòâî

{anbmα}, à òàêæå åãî çàìûêàíèå. Äîêàçûâàåìàÿ íàìè òåîðåìà

ìãíîâåííî âûâîäèòñÿ èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 2

Ïóñòü X � çàìêíóòîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî K ,

èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåëàêóíàðíîé

ïîëóãðóïïû S . Òîãäà X = K .

Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó ê ìíîæåñòâó {anbmα}.
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Ôîðìóëèðîâêà äâóõ ëåìì

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ′ ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê X . Áóäåì

âûâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èç äâóõ ëåìì.

Ëåììà 1

Ïóñòü X ⊂ K � çàìêíóòîå áåñêîíå÷íîå S-èíâàðèàíòíîå. Ïóñòü
ìíîæåñòâî X ′ ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà X = K .

Ëåììà 2

Ïóñòü Y � íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî K , èíâàðèàíòíîå

îòíîñèòåëüíî S . Òîãäà Y ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 2 ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé.

X ′, î÷åâèäíî, çàìêíóòî è íåïóñòî ò.ê. X áåñêîíå÷íî. Îíî

èíâàðèàíòíî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, îòíîñèòåëüíî S . Ïðèìåíÿåì
Ëåììó 2 äëÿ Y = X ′ è çàòåì Ëåììó 1.

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î ðàñïðåäåëåíèè äðîáíûõ ÷àñòåé ÷èñåë âèäà 2n3mα



Ôîðìóëèðîâêà äâóõ ëåìì

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ′ ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê X . Áóäåì

âûâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èç äâóõ ëåìì.

Ëåììà 1

Ïóñòü X ⊂ K � çàìêíóòîå áåñêîíå÷íîå S-èíâàðèàíòíîå. Ïóñòü
ìíîæåñòâî X ′ ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà X = K .

Ëåììà 2

Ïóñòü Y � íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî K , èíâàðèàíòíîå

îòíîñèòåëüíî S . Òîãäà Y ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 2 ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé.

X ′, î÷åâèäíî, çàìêíóòî è íåïóñòî ò.ê. X áåñêîíå÷íî. Îíî

èíâàðèàíòíî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, îòíîñèòåëüíî S . Ïðèìåíÿåì
Ëåììó 2 äëÿ Y = X ′ è çàòåì Ëåììó 1.

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î ðàñïðåäåëåíèè äðîáíûõ ÷àñòåé ÷èñåë âèäà 2n3mα



Ôîðìóëèðîâêà äâóõ ëåìì

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ′ ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê X . Áóäåì

âûâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èç äâóõ ëåìì.

Ëåììà 1

Ïóñòü X ⊂ K � çàìêíóòîå áåñêîíå÷íîå S-èíâàðèàíòíîå. Ïóñòü
ìíîæåñòâî X ′ ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà X = K .

Ëåììà 2

Ïóñòü Y � íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî K , èíâàðèàíòíîå

îòíîñèòåëüíî S . Òîãäà Y ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 2 ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé.

X ′, î÷åâèäíî, çàìêíóòî è íåïóñòî ò.ê. X áåñêîíå÷íî. Îíî

èíâàðèàíòíî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, îòíîñèòåëüíî S . Ïðèìåíÿåì
Ëåììó 2 äëÿ Y = X ′ è çàòåì Ëåììó 1.

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î ðàñïðåäåëåíèè äðîáíûõ ÷àñòåé ÷èñåë âèäà 2n3mα



Ôîðìóëèðîâêà äâóõ ëåìì

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ′ ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê X . Áóäåì

âûâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èç äâóõ ëåìì.

Ëåììà 1

Ïóñòü X ⊂ K � çàìêíóòîå áåñêîíå÷íîå S-èíâàðèàíòíîå. Ïóñòü
ìíîæåñòâî X ′ ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà X = K .

Ëåììà 2

Ïóñòü Y � íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî K , èíâàðèàíòíîå

îòíîñèòåëüíî S . Òîãäà Y ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 2 ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé.

X ′, î÷åâèäíî, çàìêíóòî è íåïóñòî ò.ê. X áåñêîíå÷íî.

Îíî

èíâàðèàíòíî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, îòíîñèòåëüíî S . Ïðèìåíÿåì
Ëåììó 2 äëÿ Y = X ′ è çàòåì Ëåììó 1.

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î ðàñïðåäåëåíèè äðîáíûõ ÷àñòåé ÷èñåë âèäà 2n3mα



Ôîðìóëèðîâêà äâóõ ëåìì

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ′ ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê X . Áóäåì

âûâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èç äâóõ ëåìì.

Ëåììà 1

Ïóñòü X ⊂ K � çàìêíóòîå áåñêîíå÷íîå S-èíâàðèàíòíîå. Ïóñòü
ìíîæåñòâî X ′ ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà X = K .

Ëåììà 2

Ïóñòü Y � íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî K , èíâàðèàíòíîå

îòíîñèòåëüíî S . Òîãäà Y ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 2 ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé.

X ′, î÷åâèäíî, çàìêíóòî è íåïóñòî ò.ê. X áåñêîíå÷íî. Îíî

èíâàðèàíòíî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, îòíîñèòåëüíî S .

Ïðèìåíÿåì

Ëåììó 2 äëÿ Y = X ′ è çàòåì Ëåììó 1.

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î ðàñïðåäåëåíèè äðîáíûõ ÷àñòåé ÷èñåë âèäà 2n3mα



Ôîðìóëèðîâêà äâóõ ëåìì

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ′ ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê X . Áóäåì

âûâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èç äâóõ ëåìì.

Ëåììà 1

Ïóñòü X ⊂ K � çàìêíóòîå áåñêîíå÷íîå S-èíâàðèàíòíîå. Ïóñòü
ìíîæåñòâî X ′ ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà X = K .

Ëåììà 2

Ïóñòü Y � íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî K , èíâàðèàíòíîå

îòíîñèòåëüíî S . Òîãäà Y ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
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èíâàðèàíòíî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, îòíîñèòåëüíî S . Ïðèìåíÿåì
Ëåììó 2 äëÿ Y = X ′ è çàòåì Ëåììó 1.

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î ðàñïðåäåëåíèè äðîáíûõ ÷àñòåé ÷èñåë âèäà 2n3mα



Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1. Ñëó÷àé 0 ∈ X ′.
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ñëó÷àé, êîãäà ýòà òî÷êà � 0. Âûáåðåì N òàêîå, ÷òî sn+1

sn
< 1 + ε

äëÿ âñåõ n ⩾ N. Íàéä¼ì 0 < x < ε
sN
, ïðèíàäëåæàùèé X .

Òîãäà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

sNx , sN+1x , . . .

îáðàçóåò ε-ñåòü. À çíà÷èò, â ñèëó S-èíâàðèàíòíîñòè è
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1. Îáùèé ñëó÷àé

Ïóñòü r = n
t ∈ X ′. Âûáåðåì ìóëüòèïëèêàòèâíî íåçàâèñèìûå

p, q ∈ S . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî p è q
âçàèìíî ïðîñòû ñ t (èíà÷å äîìíîæèì r íà ñîîòâåòñòâóþùóþ

ñòåïåíü p èëè q).

Âûáåðåì u òàê, ÷òîáû

pu ≡ qu ≡ 1 (modt). (4)

Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî ìíîæåñòâà X − r è X ′ − r èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî äîìíîæåíèÿ íà íåëàêóíàðíóþ ïîëóãðóïïó S ′,
ïîðîæä¼ííóþ pu è qu. Äàëüøå ïðèìåíÿåì ðàññóæäåíèå èç

ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, ëåììà äîêàçàíà.
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ïîðîæä¼ííóþ pu è qu. Äàëüøå ïðèìåíÿåì ðàññóæäåíèå èç

ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, ëåììà äîêàçàíà.

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î ðàñïðåäåëåíèè äðîáíûõ ÷àñòåé ÷èñåë âèäà 2n3mα



Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2. Ìíîæåñòâà Yi

Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó: ëþáîå íåïóñòîå çàìêíóòîå

ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ K , èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî S , ñîäåðæèò
ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó.

Äîêàçûâàåì îò ïðîòèâíîãî. Ôèêñèðóåì ε > 0 è öåëîå t ñ
óñëîâèåì εt > 1. Êàê â ïðåäûäóùåé ëåììå, âûáèðàåì p, q èç S
òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî pu ≡ qu ≡ 1(modt).
Ïîñòðîèì èíäóêòèâíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

Y = Y0 ⊇ Y1 ⊇ . . . ⊇ Yt−1,

ïîëàãàÿ

Yi+1 = {y ∈ Yi | y + 1/t ∈ Yi (mod 1)}.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îïðåäåë¼ííûå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâà

Yi áóäóò pu è qu-èíâàðèàíòíû, çàìêíóòû è áåñêîíå÷íû ïðè âñåõ

i ⩽ t − 1. Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè. Áàçèñ èíäóêöèè ïðè

i = 0 î÷åâèäåí.
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i = 0 î÷åâèäåí.

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î ðàñïðåäåëåíèè äðîáíûõ ÷àñòåé ÷èñåë âèäà 2n3mα



Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2. Ìíîæåñòâà Yi

Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó: ëþáîå íåïóñòîå çàìêíóòîå

ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ K , èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî S , ñîäåðæèò
ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó.

Äîêàçûâàåì îò ïðîòèâíîãî. Ôèêñèðóåì ε > 0 è öåëîå t ñ
óñëîâèåì εt > 1. Êàê â ïðåäûäóùåé ëåììå, âûáèðàåì p, q èç S
òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî pu ≡ qu ≡ 1(modt).
Ïîñòðîèì èíäóêòèâíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

Y = Y0 ⊇ Y1 ⊇ . . . ⊇ Yt−1,

ïîëàãàÿ

Yi+1 = {y ∈ Yi | y + 1/t ∈ Yi (mod 1)}.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îïðåäåë¼ííûå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâà

Yi áóäóò pu è qu-èíâàðèàíòíû, çàìêíóòû è áåñêîíå÷íû ïðè âñåõ

i ⩽ t − 1. Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè. Áàçèñ èíäóêöèè ïðè

i = 0 î÷åâèäåí.

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î ðàñïðåäåëåíèè äðîáíûõ ÷àñòåé ÷èñåë âèäà 2n3mα



Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2. Ìíîæåñòâà Yi

Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó: ëþáîå íåïóñòîå çàìêíóòîå

ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ K , èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî S , ñîäåðæèò
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i ⩽ t − 1.

Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè. Áàçèñ èíäóêöèè ïðè

i = 0 î÷åâèäåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2. Èíäóêöèÿ

Èòàê, ïóñòü âûøåóïîìÿíóòûå ñâîéñòâà (pu è

qu-èíâàðèàíòíîñòü, çàìêíóòîñòü è áåñêîíå÷íîñòü) âåðíû äëÿ

Yi . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Di = Yi − Yi ⊂ K .

Îíî çàìêíóòî, ò.ê. Yi êîìïàêòíî è ñîäåðæèò ïðåäåëüíóþ òî÷êó

0, ïîñêîëüêó Yi áåñêîíå÷íî. Áîëåå òîãî, Di èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïîëóãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé pu è qu, à
çíà÷èò, ïî Ëåììå 1, Di = K , â ÷àñòíîñòè, Di ñîäåðæèò 1/t, à
çíà÷èò, Yi+1 íåïóñòî. Ñâîéñòâà pu è qu-èíâàðèàíòíîñòè è

çàìêíóòîñòè äëÿ Yi+1 î÷åâèäíû â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ

èíäóêöèè è âûáîðà u. Òàêæå Yi+1 áåñêîíå÷íî â ñèëó òîãî, ÷òî

îíî (êàê ïîäìíîæåñòâî Y ) ïî ïðåäïîëîæåíèþ íå ñîäåðæèò

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è pu-, qu-èíâàðèàíòíîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2. ε-ñåòü
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Ýôôåêòèâíàÿ âåðñèÿ òåîðåìû

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå Bourgain,

Lindenstrauss, Michel, Venkatesh â 2008.

Òåîðåìà 3 (B-L-M-V (2008))

Ïóñòü a è b � ïðîèçâîëüíûå ìóëüòèïëèêàòèâíî íåçàâèñèìûå

íàòóðàëüíûå ÷èñëà, α � ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî

ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè k < ∞. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó

ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè íà ìíîæåñòâå

{anbmα}, m, n ⩽ N (5)

íå ïðåâîñõîäèò 1
(log logN)κ , ãäå κ = κ(a, b) è N ⩾ N0(a, k, b).

Íàïîìíèì, ÷òî ìåðà èððàöèîíàëüíîñòè α ýòî ñóïðåìóì ïî

âñåì k òàêèì, ÷òî |α− p/q| < 1/qk èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî

ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ. Ñîâìåñòíî ñ Í.Ã. Ìîùåâèòèíûì ìû â

2023 ïîëó÷èëè ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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