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1. Îáîçíà÷èì d-ìåðíûé êóá êàê C. Ýòîò êóá ðàçäåëèëè íà 2d ïðÿìîóãîëüíûõ
ïàðàëëåëåïèïåäîâ ïðè ïîìîùè d ãèïåðïëîñêîñòåé πi, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà íåêîòîðîìó ðåáðó êóáà C, ïðè ýòîì âñå πi ïîïàðíî íå ïàðàë-
ëåëüíû äðóã äðóãó. Ïîëó÷åííûå ìàëåíüêèå ïàðàëëåëåïèïåäû ðàñêðàñèëè â
äâà öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå (òî åñòü òàê, ÷òî ëþáûå äâà ïàðàëëåëåïè-
ïåäà ñîñåäíèå ïî îáùåé ãèïåðãðàíè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà). Îêàçàëîñü,
÷òî ñóììà îáú¼ìîâ ÷¼ðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ðàâíà ñóììå îáú¼ìîâ áåëûõ
ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ïëîñêîñòåé πi äåëèò C íà
äâå ðàâíûå ÷àñòè.

2. Äàíà îãðàíè÷åííàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : [0,+∞) äëÿ êîòîðîé
âûïîëíåíî f(x)f ′(x) > sin(x) äëÿ ëþáîãî x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ìîæåò
ëè ñóùåñòâîâàòü ïðåäåë lim

x→+∞
f(x)?

3. Äàíû íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è 2021n âûïóêëûõ êîìïàêòîâ âRn. Îêàçàëîñü, ÷òî
ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæíî íàêðûòü ïîëîñîé ñ øèðèíîé 1. Äîêàæèòå,
÷òî èç ýòèõ êîìïàêòîâ ìîæíî âûáðàòü 2n òàêèì îáðàçîì, ÷òî èõ ïåðåñå÷åíèå
òîæå ìîæíî íàêðûòü ïîëîñîé ñ øèðèíîé 1.
Êîììåíòàðèè. Êîìïàêò â Rn � ýòî çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.
Ïîëîñîé â Rn íàçûâàåòñÿ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè
ãèïåðïëîñêîñòÿìè. Ìíîæåñòâî A íàêðûâàåò ìíîæåñòâî B îçíà÷àåò, ÷òî B
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì A (B ⊂ A). Øèðèíà ïîëîñû � ðàññòÿíèå ìåæäó
îãðàíè÷èâàþùèìè å¼ ãèïåðïëîñêîñòÿìè.

4. Ýëåìåíòû êîíå÷íîé êîììóòàòèâíîé ãðóïïû G ïîêðàøåíû â òðè öâåòà: æ¼ë-
òûé, ñèíèé è êðàñíûé, ïðè÷¼ì ýëåìåíòîâ êàæäîãî öâåòà íå áîëåå ïîëîâèíû
|G|. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî (óïîðÿäî÷åííûõ) ÷åòâ¼ðîê òàêèõ îäíîöâåòíûõ ýëå-
ìåíòîâ (x, y, z, t) ãðóïïû G, ÷òî xyzt = e, ãäå e � åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû.
Ïóñòü B � ìíîæåñòâî (óïîðÿäî÷åííûõ) ÷åòâ¼ðîê (x, y, z, t) ãðóïïû G òàêèõ,
÷òî x è y èìåþò îäèí öâåò, à òàêæå z è t èìåþò îäèí öâåò, íî ýòè äâà öâåòà
ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé, è ïðè ýòîì òàêæå âûïîëíåíî xyzt = e. Äîêàæèòå,
÷òî |A| 6 |B|.

5. Äàíà ìàòðèöà n × n ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûå
k ñòðîê ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè ïî äëèíå è îðòîãîíàëüíûìè äðóã äðóãó n-
ìåðíûìè âåêòîðàìè, à òàêæå ïåðâûå l ñòîëáöîâ ÿâëÿþòñÿ ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷-
íûìè ïî äëèíå è îðòîãîíàëüíûìè äðóã äðóãó n-ìåðíûìè âåêòîðàìè. Äîêà-
æèòå, ÷òî ìîæíî òàê èçìåíèòü íå âîøåäøèå â ýòè ñòðîêè è ñòîáöû ýëåìåíòû
ìàòðèöû, ÷òîáû îíà ñòàëà îðòîãîíàëüíîé.


