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Формальные языки

Определение
• Алфавит — произвольное множество символов.
• Слово в алфавите Σ — конечная последовательность

символов из Σ.
• Пустое слово ε — слово, не содержащее символов

(слово длины 0).
• Конкатенация слов x и y — слово, получаемое

приписыванием y в конец x (обозначается x · y или xy).
• Σ∗ — множество всех слов в алфавите Σ.
• Язык в алфавите Σ — произвольное множество слов в

алфавите Σ.
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Операции на языках

Определение
• Объединение:

L1 ∪ L2 = {w : w ∈ L1 или w ∈ L2 }

• Конкатенация:

L1 · L2 = {xy : x ∈ L1, y ∈ L2 }

• Итерация:

L∗ = {w1w2 . . . wn : n ⩾ 0, wi ∈ L для i = 1, 2, . . . , n }
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Регулярные выражения

Определение
Регулярное выражение — формула, построенная из
символов с использованием операций +, ·, ∗ и задающая
некоторый язык.
Базис индукции.

• L(∅) = ∅
• L(ε) = { ε }
• L(a) = { a } для a ∈ Σ

Индукционный шаг.
• L(p+ q) = L(p) ∪ L(q)

• L(pq) = L(p)L(q)

• L(p∗) = L(p)∗
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Регулярные выражения

Примеры, Σ = { a, b }
• Множество всех слов:

(a+ b)∗

• Множество всех слов, содержащих три a подряд:

(a+ b)∗aaa(a+ b)∗

• Множество всех слов, содержащих чётное число
символов b:

(a+ ba∗b)∗
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Алгоритмические проблемы

Примеры проблем
• Проблема принадлежности.

Вход: регулярное выражение r, слово w.
Вопрос: w ∈ L(r)?

• Проблема эквивалентности.
Вход: регулярные выражения r1, r2.
Вопрос: L(r1) = L(r2)?

• Проблема минимизации.
Вход: регулярное выражение r.
Найти: регулярное выражение r′ наименьшей длины
такое, что L(r′) = L(r).
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Теория алгебры

Определение
• Сигнатура — множество функциональных символов с

указанием числа аргументов:

Ω = (f
(n1)
1 , f

(n2)
2 , . . . , f

(nk)
k )

• Алгебра A сигнатуры Ω — множество A, на котором
определены операции f1, f2, . . . , fk.

• Теория алгебры A — множество формул первого
порядка, истинных в A. Обозначение: Th(A).
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Теория алгебры

Пример
• A = (Z; +) — алгебра целых чисел
• B = (Q; +) — алгебра рациональных чисел
• φ = (∀x)(∀y)(∃z)x+ y = z + z

• φ ложна в A:
φ /∈ Th(A)

• φ истинна в B:
φ ∈ Th(B)
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Теория регулярных языков

Определение
• Зафиксирован алфавит Σ = { a1, a2, . . . , an }.
• Основное множество — множество регулярных языков в

алфавите Σ.
• Сигнатура — (∅, ε, a1, a2, . . . , an,+, ·, ∗).
• Будем рассматривать теорию T этой алгебры.

Примеры формул
• (∀x)(∀y)(x+ y)∗ = (x∗y∗)∗ ∈ T

• (∀x)(x = x∗ ↔ (∃y)y∗ = x) ∈ T

• (∀x)(∀y)xy = yx /∈ T
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Задача

• Что можно сказать о свойствах класса регулярных
языков в целом?

• Разрешима ли теория множества регулярных языков с
операциями объединения, конкатенации и итерации?

• Разрешимы ли аналогичные теории для других классов
языков (все языки, контекстно-свободные языки и т. п.)?

• При каком минимальном наборе операций теория
окажется неразрешимой?

• Какие существуют разрешимые фрагменты теории?
• Какова вычислительная сложность этих фрагментов?
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Общий подход к определению операций

Многие языковые операции выполняются поэлементно.
• Конкатенация:

L1 · L2 = {xy : x ∈ L1, y ∈ L2 }

• Обращение:
L−1 = {w−1 : w ∈ L },

где (a1a2 . . . an−1an)
−1 = anan−1 . . . a2a1.
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Общий подход к определению операций

Определение
• На множестве A определена n-местная операция
f : An → A.

• Операция f переносится на подмножества множества A:

f(B1, B2, . . . , Bn) = { f(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ Bi }

Примеры
• Если − — смена знака, то

−{ 0, 1, 2 } = { 0,−1,−2 }

• Если + — сложение, то

{ 1, 2 }+ { 1, 3 } = { 1 + 1, 1 + 3, 2 + 1, 2 + 3 } = { 2, 3, 4, 5 }
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Прямое произведение алгебр

Определение
• A и B — алгебры с основными множествами A и B

• Прямое произведение (прямая сумма) алгебр A и
B — алгебра C = A×B (C = A+B), в которой:

• основное множество — декартово произведение
A×B;

• операции определяются покомпонентно:

f((a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn)) =

= (f(a1, a2, . . . , an), f(b1, b2, . . . , bn))
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Прямое произведение алгебр

Пример
• Z — целые числа Z со сложением
• Z+ Z — множество двумерных целочисленных векторов

с операцией сложения:

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2)

• Z+ Z+ · · ·+ Z︸ ︷︷ ︸
n раз

— множество n-мерных целочисленных

векторов с операцией сложения:

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)
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Программистский подход

• Основное множество алгебры A — скалярный тип
данных.

• Упорядоченный набор — вектор, список, кортеж, массив
и т. п.

• Переход от исходной алгебры к прямому
произведению — переход от скалярных типов к
составным (упорядоченный контейнер).
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Алгебры подмножеств

Определение
• A — произвольная алгебра с основным множеством A

• expA — алгебра с основным множеством P(A)

• expfinA — алгебра с основным множеством Pfin(A)

• Операции на подмножествах определяются поэлементно:

f(B1, B2, . . . , Bn) = { f(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ Bi }
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Задача

• Что получится, если рассматривать неупорядоченные
наборы?

• Как изменятся свойства алгебры при переходе к алгебре
подмножеств?

• Если теория алгебры A разрешима, то всегда ли
разрешима теория алгебры expA или expfinA?

• Если разрешима, то как меняется вычислительная
сложность?

• При каких условиях алгебры A и expA элементарно
эквивалентны?
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Элементарная арифметика

Определение
Элементарная арифметика — теория алгебры
(ω; 0, 1,+, ∗), где

• ω = { 0, 1, 2, 3, . . . } — множество натуральных чисел
(включая 0);

• 0 и 1 — константы 0 и 1;
• + и ∗ — сложение и умножение.

Теорема
• Элементарная арифметика неразрешима.
• Элементарная арифметика рекурсивно изоморфна
ω-скачку множества ∅.
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Теория языков с объединением и
конкатенацией

Определение
T1 — теория регулярных языков в произвольном алфавите Σ
с операциями + и ·.

Теорема
Теория T1 алгоритмически эквивалентна элементарной
арифметике и, следовательно, неразрешима.
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Теория языков с объединением и итерацией

Определение
T2 — теория регулярных языков в произвольном алфавите Σ
с операциями + и ∗.

Теорема
Теория T2 алгоритмически эквивалентна элементарной
арифметике и, следовательно, неразрешима.
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Теория языков с итерацией

Определение
T3 — теория регулярных языков в произвольном алфавите Σ
с операцией ∗.

Теорема
Теория T3 допускает эффективную элиминацию кванторов
и, следовательно, разрешима.

Теорема
Теория T3 является PSPACE-полной.
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Аксиоматизация теорий

Определение
• Множество формул X — множество аксиом теории T ,

если T — множество всех следствий X.
• Теория T рекурсивно аксиоматизируема, если для T

существует рекурсивное множество аксиом.
• Теория T конечно аксиоматизируема, если для T

существует конечное множество аксиом.
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Теория языков с итерацией

Теорема
Теория T3 не является конечно аксиоматизируемой, но
аксиоматизируется следующим бесконечным множеством
формул:

S1. (∀x)(x∗)∗ = x∗;

S2. ∅∗ ̸= ∅;

S3. (∀x)(x∗ = ∅∗ → (x = ∅ ∨ x = ∅∗));

S4n. (∃x1) . . . (∃xn)
( n∧
i=1

x∗i = xi ∧
n∧

i=1

n∧
j=i+1

xi ̸= xj

)
;

S5n. (∀x)
(
(x∗ = x ∧ x ̸= ∅∗) →

→ (∃x1) . . . (∃xn)
( n∧
i=1

x∗i = x ∧
n∧

i=1

n∧
j=i+1

xi ̸= xj

))
.
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Категоричность

Определение
• Теория T категорична в мощности α, если любые две

её модели мощности α изоморфны.
• Теория T счётно-категорична, если она категорична в

счётной мощности.
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Теория языков с итерацией

Теорема
Теория T3 является счётно-категоричной, но не является
категоричной ни в какой несчётной мощности.

Следствие
Алгебры сигнатуры (∅, ∗) со следующими основными
множествами изоморфны:

• регулярные языки;
• контекстно-свободные языки;
• контекстно-зависимые языки;
• рекурсивные языки;
• рекурсивно перечислимые языки.
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Теория языков с конкатенацией

Определение
T4 — теория регулярных языков в произвольном алфавите Σ
с операцией ·.

Теорема (С. М. Дудаков)
Теория T4 алгоритмически эквивалентна элементарной
арифметике и, следовательно, неразрешима.

О теориях подмножеств некоторых алгебр Алгебры языков 29/43



1 Постановка задачи

2 Алгебры языков

3 Алгебры подмножеств унаров

О теориях подмножеств некоторых алгебр Алгебры подмножеств унаров 30/43



Унары

Определение
• Уноид — алгебра A = (A, f1, . . . , fn), где f1, . . . , fn —

одноместные функции.
• Унар — алгебра A = (A, f), где f — одноместная

функция.
• Функция f разнозначна, если из x ̸= y следует
f(x) ̸= f(y).
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Элементарная эквивалентность

Определение
• Алгебраические системы A и B элементарно

эквивалентны (A ≡ B), если для любой замкнутой
формулы φ

A |= φ ⇐⇒ B |= φ
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Элементарная эквивалентность

Пример
• Z = (Z, <) — целые числа
• Q = (Q, <) — рациональные числа
• R = (R, <) — действительные числа
• Алгебры Z и Q не элементарно эквивалентны, так как

формула

(∀x)(∀y)(x < y → (∃z)(x < z ∧ z < y))

истинна в Q, но ложна в Z.
• Алгебры Q и R элементарно эквивалентны.
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Структура унара с разнозначной функцией

Классы
• Конечные классы:

• Классы типа целых чисел Z:
. . . . . .

• Классы типа натуральных чисел ω:

. . .
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Критерий элементарной эквивалентности

Определение
С унаром A = (A, f) связывается функция
χA : ω ∪ {ω,Z } → ω ∪ {∞}:

• χA(n) =


k, если A содержит конечное число k ⩾ 0

классов мощности n
∞, иначе

• χA(ω) =


k, если A содержит конечное число k ⩾ 0

классов типа ω
∞, иначе

• χA(Z) =


1, если если для любого n ⩾ 0 в A есть

класс, содержащий более n элементов
0, иначе

О теориях подмножеств некоторых алгебр Алгебры подмножеств унаров 35/43



Критерий элементарной эквивалентности

Теорема
Пусть A = (A, f) и B = (B, f) — два унара, в каждом из
которых функция f разнозначна. A и B элементарно
эквивалентны тогда и только тогда, когда χA = χB.
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Элементарная эквивалентность унара и унара
всех подмножеств

Теорема
Пусть A = (A, f), где f — разнозначная функция. Унары A и
expA элементарно эквивалентны тогда и только тогда, когда
одновременно выполняются следующие условия:

1 χA(ω) ∈ { 0,∞};
2 χA(n) ∈ { 0,∞} для любого натурального n > 0;
3 если χA(n) ̸= 0 для некоторого n > 0, то χA(k) ̸= 0 для

любого k, являющегося делителем n;
4 если χA(n) ̸= 0 и χA(k) ̸= 0, то χA(lcm(n, k)) ̸= 0;
5 если в A есть класс типа Z, то есть и классы мощности

n для любого натурального n > 0.
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Элементарная эквивалентность унара и унара
конечных подмножеств

Теорема
Пусть A = (A, f), где f — разнозначная функция. Унары A и
expfinA элементарно эквивалентны тогда и только тогда,
когда одновременно выполняются следующие условия:

1 χA(ω) ∈ { 0,∞};

2 χA(n) ∈ { 0,∞} для любого натурального n > 0;

3 если χA(n) ̸= 0 для некоторого n > 0, то χA(k) ̸= 0 для
любого k, являющегося делителем n;

4 если χA(n) ̸= 0 и χA(k) ̸= 0, то χA(lcm(n, k)) ̸= 0.

Следствие
Если A ≡ expA, то A ≡ expfinA.

О теориях подмножеств некоторых алгебр Алгебры подмножеств унаров 38/43



Сохранение элементарной эквивалентности

Теорема
Существуют унары A и B такие, что A ≡ B, но
expA ̸≡ expB.

Теорема
Если A ≡ B, то expfinA ≡ expfinB.

Теорема
Существуют унары A и B такие, что A ̸≡ B, но при этом
expA ≡ expB ≡ expfinA ≡ expfinB.
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Последовательности унаров подмножеств

Определение

exp0A = A, expi+1A = exp expiA,

exp0finA = A, expi+1
fin A = expfinexp

i
finA.
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Последовательности унаров подмножеств

Теорема
Для последовательности exp0A, exp1A, exp2A, . . . возможны
следующие пять вариантов:

1 expiA ̸≡ expj A для всех i ̸= j;

2 expiA ≡ expj A для всех i, j;

3 exp0A ̸≡ exp1A ̸≡ exp2A, expiA ≡ expj A для всех
i, j ⩾ 2;

4 exp0A ̸≡ exp1A, expiA ≡ expj A для всех i, j ⩾ 1;

5 exp0A ≡ exp1A ̸≡ exp2A, expiA ≡ expj A для всех
i, j ⩾ 2.
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Последовательности унаров подмножеств

Теорема
Для последовательности exp0finA, exp

1
finA, exp

2
finA, . . .

возможны следующие три варианта:

1 expifinA ̸≡ expjfinA для всех i ̸= j;

2 expifinA ≡ expjfinA для всех i, j;

3 exp0A ̸≡ exp1A, expiA ≡ expj A для всех i, j ⩾ 1.
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Спасибо за внимание!

О теориях подмножеств некоторых алгебр Алгебры подмножеств унаров 43/43


	Постановка задачи
	Алгебры языков
	Алгебры подмножеств унаров

