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Основные сведения из теории типов



Лямбда-исчисление

Разработано Алонзо Чёрчем в 1930х годах с целью
построения оснований математики.
Синтаксис:

x, y ::= a,b, c, . . .
M,N ::= x | MN | λx.M

Дополнительные синтаксические формы:

LMN ≡ (LM)N
λx.MN ≡ λx.(MN)
λxy.M ≡ λx.λy.M



Правила редукции

В лямбда-исчислении вводится отношение одношаговой
редукции:

f −→ f′

ft −→ f′t
(EVL)

t −→ t′

ft −→ ft′
(EVR)

(λx.M)N −→ M[N/x]
(EVλ)

Вычисление же является рефлексивно-транзитивным
замыканием этого отношения:

t −→∗ t
(∗ − REFL)

t −→ t′ t′ −→∗ t′′

t −→∗ t′′
(∗ − EXTEND)

Заметим, что из-за неоднозначности в выборе между EVL и
EVR последовательность редукций в ходе вычисления
терма также не однозначна.



Значения

Если терм не может быть средуцирован, он называется
значением.
По теореме Чёрча-Россера, если есть два значения v, v′
таких, что t −→∗ v и t −→∗ v′, то v = v′ с точностью до
переименования замкнутых переменных.



Тьюринг-полнота

Рассмотрим следующий терм:

Y = λf.(λx.f(xx))(λx.f(xx))

Рассмотрим последовательность редукций для Yf:

Yf→ (λx.f(xx))(λx.f(xx)) → f((λx.f(xx))(λx.f(xx))) = f(Yf).

Таким образом, в лямбда-исчислении (LC) есть комбинатор
неподвижной точки. Кроме этого, в LC представимы
натуральные числа (нумералы Чёрча) и списки, так что не
составляет труда написать интерпретатор машины
Тьюринга в LC и наоборот.
Системы, задача остановки в которых неразрешима, плохо
подходят в качестве оснований математики. Что же делать?



Типы

Условно, типы — это множества, на которые разбиваются
термы лямбда-исчисления. Классификация термов на
типы производится с помощью трёхместного отношения
типизации:

Γ ⊢ t : T

Читается как ”терм t имеет тип T в контексте Γ”, где Γ —
множество пар вида x : T, где x — переменная, а T — тип.
Термы можно классифицировать по-разному; также можно
добавлять новые синтаксические конструкции в LC. Нас
интересуют такие системы типов (синтаксис термов, типов,
а также правила вывода для ⊢), которые гарантируют, что
вычисление любого типизируемого терма всегда
завершается.



STLC
Пусть есть набор атомарных типов X, Y ::= A,B, C, . . .. В STLC
допускаются следующие типы:

X type
T type U type
T→ U type

(→ F)

При этом (→) правоассоциативна:
A→ B→ C ≡ A→ (B→ C).
Кроме этого, типы и термы связывают правила типизации:

(x : T) ∈ Γ

Γ ⊢ x : T
(VAR)

Γ ⊢ M : T→ U Γ ⊢ N : T
Γ ⊢ MN : U

(→ I)

Γ, x : T ⊢ M : U
Γ ⊢ λx.M : T→ U

(→ E)



Семантика STLC

Пусть каждому атомарному типу X поставлено в
соответствие множество [X]. Тогда каждому типу T можно
поставить в соответствие множество JTK:

JXK = [X];JT→ UK = JTK → JUK.
Далее, пусть каждой переменной (x : T) в контексте Γ
поставлен в соответствие элемент f(x) множества JTK.
Тогда, если Γ ⊢ M : U, то M можно поставить в соответствие
элемент f‡(M) множества JUK:

f‡(x) = f(x);
f‡(MN) = f‡(M)(f‡(N));
f‡(λx.M) = {(t, (f ∪ {(x, t)})‡(M)) | t ∈ JTK}



STLC + Pairs

Исчисление можно расширять, добавляя новые правила
формирования типов (F), а также ввода (I), элиминации (E)
и редукции (Ev) термов.

T type U type
T× U type

(×F)
Γ ⊢ M : T Γ ⊢ N : U

Γ ⊢ (M,N) : T× U
(×I)

Γ ⊢ M : T× U
Γ ⊢ π1M : T

(×E1)
Γ ⊢ M : T× U
Γ ⊢ π2M : U

(×E2)

В нетипизированном исчислении соответствующие термы
можно кодировать так: (M,N) = λf.fMN, π1M = M(λxy.x),
π2M = M(λxy.y), но как отдельный тип в STLC тип пар
построить нельзя.



STLC + Pairs

Добавим необходимые правила редукции:

t −→ t′

(t,u) −→ (t′,u)
(EV×L )

u −→ u′

(t,u) −→ (t,u′)
(EV×R )

π1(t,u) −→ t
(EVπ1 )

π2(t,u) −→ u
(EVπ2 )

Для полученного исчисления можно заново доказать
аналог теоремы Чёрча-Россера и показать существование
теоретико-множественной семантики, но для получения
аналогичных результатов про вычислимость и тотальность
можно использовать и другие техники.



Термы как доказательства

Пусть Γ = {f : (A→ B→ C),p : A× B}. Тогда

Var
Γ ⊢ f : A→ B→ C

Var
Γ ⊢ p : A× B

×E1
Γ ⊢ π1p : A

→ E
Γ ⊢ f(π1p) : (B→ C)

Var
Γ ⊢ p : A× B

×E2
Γ ⊢ π2p : B

→ E
Γ ⊢ f(π1p)(π2p) : C → I

f : (A→ B→ C) ⊢ λp.f(π1p)(π2p) : A× B→ C
→ I

⊢ λfp.f(π1p)(π2p) : (A→ B→ C) → A× B→ C

Но заметим, что это подозрительно напоминает дерево
вывода (A→ B→ C) → A ∧ B→ C в интуиционистской
логике.



Соответствие Карри-Говарда

Логика Типы
Утверждения Типы
Доказательства Термы

Устранение сечений Вычисление значения
A→ B A→ B
MP (→E)
A ∧ B A× B
∀x.A ???
∃x.A ???



Теория зависимых типов (DTT)



Что такое зависимый тип?

В STLC (и STLC+Pairs), правила формирования типов не
использовали контекст. А если теперь могут использовать?
Например,

Γ ⊢ m : man Γ ⊢ t : thing
Γ ⊢ own(m, t) type

(own F)

Продолжая соответствие Карри-Говарда, при правильном
выборе правил ввода и элиминации термам типа
own(f‡(m), f‡(t)) будут соответствовать доказательства того,
что человек m владеет вещью t.
Таким образом, зависимые типы соответствуют
предикатам в многосортной логике первого порядка.



Зависимое произведение

Γ ⊢ A type Γ, x : A ⊢ B type

Γ ⊢
∏
x:A
B type

(ΠF)
Γ, x : A ⊢ M : B
Γ ⊢ λx.M :

∏
x:A
B
(ΠI)

Γ ⊢ M :
∏
x:A
B Γ ⊢ N : A

Γ ⊢ MN : B[N/x]
(ΠE)

Тип зависимого произведения — тип функций, где область
значений зависит от аргумента. При этом по соответствию
Карри-Говарда зависимое произведение соответствует
квантору всеобщности.
Также заметим, что теперь A→ B можно выразить как∏
x:A B.



Зависимая сумма

Γ ⊢ A type Γ, x : A ⊢ B type

Γ ⊢
∑
x:A

B type
(ΣF)

Γ ⊢ M : A Γ ⊢ N : B[M/x]
Γ ⊢ (M,N) :

∑
x:A

B
(ΣI)

Γ ⊢ M :
∑
x:A

B

Γ ⊢ π1M : A
(ΣE1)

Γ ⊢ M :
∑
x:A

B

Γ ⊢ π2M : B[π1M/x]
(ΣE2)



Пример: “аксиома выбора”

Пусть
x : σ, y : τ ⊢ R(x, y) type .

Тогда можно доказать следующее утверждение:∏
x:σ

∑
y:τ

R(x, y) →
∑
f:σ→τ

∏
x:σ

R(x, f(x))

Вот доказательство:

λp.(λx.π1(px), λx.π2(px)).



Теория типов Мартина-Лёфа (MLTT)



Тип натуральных чисел

Γ ⊢ Nat type
(NAT-F)

Γ ⊢ 0 : Nat
(0-I)

Γ ⊢ n : Nat
Γ ⊢ Sn : Nat

(S-I)

Γ ⊢ b : A[0/x] Γ ⊢ s :
∏
n:Nat

A[n/x] → A[Sn/x] Γ ⊢ n : Nat

Γ ⊢ ind(b, s,n) : A[n/x]

ind(b, s, 0) −→ b ind(b, s, Sn) −→ s(ind(b, s,n))



Тип равенства

Γ ⊢ a : A Γ ⊢ b : A
Γ ⊢ IdA(a,b) type

(ID-F)
Γ ⊢ a : A

Γ ⊢ refl(a) : IdA(a,a)
(ID-I)

Γ ⊢ p : IdA(a,b) Γ ⊢ t : B[a/x]
Γ ⊢ transport(p, t) : B[b/x]

(ID-E)

transport(refl(a), t) −→ t



Пример: сложение и его свойства

add := λmn.ind(n, λ_.S,m) : Nat→ Nat→ Nat
add_zero := λn.ind(refl(0), λnp.transport(p, refl(Sn)),n)
:
∏
n:Nat n = add(n, 0)



Что ещё хочется?

1. Функциональную экстенсиональность:∏
f,g:A→B (

∏
x:A fx = gx) → f = g

2. Классы эквивалентности
3. Перенос свойств между эквивалентными
математическими структурами (между изоморфными
группами, например)

4. . . .
Это и многое другое дают реализации гомотопической
теории типов.



Аксиома унивалентности

Продолжим соответствие Карри-Говарда:

Логика Типы Гомотопии
Утверждения Типы Пространства
Доказательства Термы Точки
Равенство Тип равенства Путь между точками

В такой интерпретации становится естественным
рассуждать о гомотопических эквивалентностях как о
путях между пространствами. Иными словами,
постулируется следующая аксиома унивалентности:

(A = B) ∼= (A ∼= B).



Новое определение равенства

Заметим, что нам больше не подходит определение
равенства а-ля Мартин Лёф, потому что свидетель такого
равенства по определению единственен — refl. Однако
путей (в особенности эквивалентностей) между двумя
точками (пространствами) может быть гораздо больше.
В Arend принято определение равенства через
интервальный тип.



Интервальный тип

\data I
| left
| right

\func coe (A : I -> \Type) (a : A left)
(i : I) : A i \elim i

| left => a



Равенство как путь

\data Path (A : I -> \Type)
(a : A left)
(a' : A right)

| path (\Pi (i : I) -> A i)

\func \infix 1 = {A : \Type}
(a a' : A) =>

Path (\lam _ => A) a a'



Гомотопические уровни

На уровне \Prop содержатся все типы, все термы которых
равны между собой.
На уровне \Set содержатся все дискретные пространства,
т.е. те типы, в которых равенство термов является \Prop.
На уровне \Set-1 содержатся все типы, в которых
равенство термов является \Set.
И так далее...
Верхним гомотопическим уровнем является \Type, поверх
которого вводятся кумулятивные вселенные во избежание
логических парадоксов.



Высшие индуктивные типы

\data Circle
| base
| loop : base = base



Классы эквивалентности

\truncated \data Quotient
{A : \Type}
(R : A -> A -> \Type) : \Set

| in~ A
| ~-equiv (x y : A) (R x y)

: in~ x = in~ y



HIT в Set

\data Int
| \infix 2 -i- (m n : Nat)
| step (m n : Nat)
: suc m -i- suc n = m -i- n

\where \use \level levelSet
: isSet Int => {?}
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