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Идея и мотивация

Идея

Теоремы и их доказательства можно 
записывать на формальном языке

Доказательство можно быстро 
проверить с помощью программы
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Где еще применяется

Автоматический поиск доказательств 
теорем

Верификация софта / железа / 
протоколов

→WireGuard – vpn

→ seL4 – микроядро OS

→ CompCert С – верифицированный 
компилятор языка С

→ Intel, Google, Airbus

Доказательства можно  
искать автоматически



Пример
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proof state

Гипотезы

Подцели



Задача
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Input:

Target:



Подзадачи

5

intros rw nat.add simp [add_succ, succ_add, nat.add_comm]

Генерация кандидатов шага доказательства для текущего proof state

Алгоритм перебора кандидатов = ветвей док-ва в дереве поиска

induction c



Модель GPT-f



GPT-f
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1Polu, S., & Sutskever, I. (2020). Generative language modeling for automated theorem proving.
2Polu, S. et al. (2022). Formal Mathematics Statement Curriculum Learning

Генерация шага док-ва

[DECL] decl [GOAL] goal [PROOFSTEP] proofstep [EOS]

Вход Сгенерированная тактика

Архитектура GPT-3 (837M параметров)

Качество растет медленнее стоимости вычисления



Поиск док-ва
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Выбираем вершину с 
максимальным скором

Семплируем e = 32 тактик

Применяем корректные 
тактики

-> получаем новые вершины



Score функция

Мат. ожидание «длины» док-ва цели g

Используем вероятность предсказания бакета с промптом

𝑣(𝑔) =
1

#𝐵 ∑𝑏∈𝐵
𝑝𝑏(𝑔)𝑏
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[DECL] decl [GOAL] goal [PROOFSIZE] <bucket id> [EOS]



Итеративное обучение

Предобучаем начальную модель 

Запускаем поиск док-в на обучающей выборке
→Добавляем док-ва в обучение

→Оставляем самые короткие док-ва

Обучаем на новом наборе данных -> 

𝜃0

𝜃0  𝜃𝑘
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Результаты

Датасеты:

mathlib — библиотека различных 
разделов математики

miniF2F — задачи с различных 
олимпиад

Метрики:

pass@k – доля доказанных теорем  
с k-й попытки
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Большие языковые модели
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Автоформализация с помощью LLM

Теоремы на естественном языке 

Codex

→ 25.2% полностью правильный  
перевод

→ ~86% синтаксически правильный

Новые теоремы для обучения

Итеративное обучение
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*Wu, Yuhuai, et al. "Autoformalization with large language models." arXiv preprint arXiv:2205.12615 (2022).



Draft, sketch, and prove

Draft, Sketch, and Prove**

14**Jiang, Albert Q., et al. "Draft, Sketch, and Prove: Guiding Formal Theorem Provers with Informal Proofs." arXiv preprint arXiv:2210.12283 (2022).
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Результаты
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Наши наблюдения
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Наблюдения
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Открытая модель GPTNeo

Важно: предобучение на вспомогательных задачах

Fine-tuning на человеческих док-х

  mathlib-test

GPT-f (121m) 35.1%

GPT-f (837m) 46.9%

Ours
GPTNeo (125m) 31.3%

GPTNeo (1.3b) 39.2%



Ошибки
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~80% 
Общая доля  
некорректных  
тактик

32.2% — тактики с 
неизвестными 
идентификаторами

20.2% — ошибки парсинга

остальное — семантические 
ошибки
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Grisha reads enough books

⊢ ∀ (x : ℕ), x * 6 = 18 → x = 3 

Кандидаты:

intros n ds

intros z hz

intros h1 h2

intros x n
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Различаются  
только названиями 
переменных



Grisha reads enough books

theorem grisha_reads_enough_books 

  (books_per_month : ℕ) : 

  books_per_month * 6 = 18 → book_per_month = 3 := 

begin 

  intros, 

  rw [← bind_singleton, erase_comm _ nilpotent]; apply 
erase_lead_iff.elim_right; refl 

  inductioncorners (try {refl} {refl} _) 

  simp [clear_def, nat.add_mod] 

  rw [show 3 * 𝐐 12 = 𝐐; simp [gcd_eq_two_iff]; intros; 
[try { }, ring]; split; simp 
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theorem grisha_reads_enough_books (x : ℕ) : 

  x * 6 = 18 → x = 3 := 

begin 

  intro h, 

  linarith, 

end



Заключение

Языковые модели относительно неплохо справляются  
с задачей

Не хватает внешней памяти для эффективного использования 
лемм

Модели чувствительны к переименованию переменных

Trade-off между размером модели (стоимостью инференса) и 
качеством генерации тактик
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