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Аннотация

В данной работе проанализирована ошибка между сингулярными числами свертки-

корреляции, которая используется в нейросетях на практике, и периодической свертки, с

помощью которой можно эффективно вычислять и ограничивать сингулярные числа. Полу-

чена верхняя оценка для разности сингулярных чисел этих двух типов сверток в одномерном

и многоканальном двумерном случае. Для бидиагональной матрицы Теплица (одномерной

свертки-корреляции) найдены точные значения сингулярных чисел и более близкая оцен-

ка. Также сделана оценка сингулярных чисел свертки-корреляции с помощью оптимальных

циркулянтов. Кроме того, обоснована сходимость метода ограничения сингулярных чисел,

предложенного в статье [6], при его применении к свертке-корреляции.

Ключевые слова

Сингулярное разложение, матрица Теплица, циркулянт, корреляция, периодическая

свертка, машинное обучение, нейронные сети.
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1 Введение

Ключевым компонентом сверточных нейронных сетей является операция свертки, ко-

торую можно представить, как умножение на матрицу, имеющую особую структуру. В ряде

работ [8], [10], [7], [5] было доказано, что от сингулярных чисел матриц сверточных слоев

зависит обобщающая способность нейросети и ее обучаемость.

Существует несколько видов сверток: периодическая, линейная и корреляция [3]. При-

менение операции свертки представляется, как умножение на блочную матрицу с дважды

теплицевыми блоками в случае линейной свертки или дважды циркулянтными блоками в

случае периодической. (Матрица для свертки-корреляции с паддингом совпадает с матри-

цей для линейной свертки с перевернутым ядром, поэтому достаточно исследовать сингу-

лярные числа одной из них). Размер таких матриц растет с увеличением размера входных

данных, поэтому построение матриц и получение полного сингулярного разложения требует

слишком много памяти и времени и нецелесообразно для использования в процессе обучения

нейросети.

Для поиска и ограничения сингулярных чисел 2D периодической свертки был пред-

ложен эффективный алгоритм в статье [6]. K ядру свертки применяется преобразование

Фурье и у полученного тензора делается сингулярное разложение. Далее можно ограничить

полученные сингулярные числа и обратным преобразованием получить новое ядро. Авто-

ры показали, что итерационное применение такого преобразования сходится к матрице с

ограниченными сингулярными числами.

Но встает вопрос, насколько близки сингулярные числа периодической и линейной

сверток. Например, в статье [9] была найдена асимптотическая оценка для разности сингу-

лярных чисел двух сверток с помощью расширенной теоремы Сегё.

В данной работе получена более точная оценка для разности сингулярных чисел пе-

риодической свертки и корреляции с помощью неравенства Виландта-Хоффмана в случае

1D сверток √∑k
i=1(σi(T )− σi(C))2

∥T∥F
≤
√

r − 1

2n− r + 1
,

и в случае 2D и 2D многоканалной сверток√∑k
i=1(σi(T )− σi(C))2

∥T∥F
≤

2
√

n(r − 1)

2n− r + 1
.

Эта оценка по асимптотике совпадает с результатами [9], хотя на практике у некоторых
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матриц весов нейросетей асимптотика данного выражения может быть O( 1
n
). Также сделана

оценка сингулярных чисел матриц Теплица с помощью оптимальных циркулянтов [1].

Отдельно рассмотрен случай для бидиагональных матриц, соответствующих 1D сверт-

ке. Найдены точные значения и более точная оценка O
(
1
n

)
сингулярных чисел матрицы

Теплица.

Обоснована сходимость метода, предложенного в статье [6], для свертки-корреляции.

2 Обзор литературы

Одним из препятствий при обучении сверточных нейросетей является взрыв или зату-

хание градиентов. Авторы публикации [8] доказали, что если все сингулярные числа матриц

близки к 1, то градиенты не взрываются и не затухают, и при таких условиях можно обучать

глубокие модели с тысячами слоев без потери в качестве.

Другим важным аспектом является обобщающая способность моделей. В работе [5]

было показано, что ошибка обобщения ограничена сверху спектральной и Фробениусовой

нормами матриц весов, поэтому ограничение сингулярных чисел улучшает обобщающую спо-

собность нейросети. В [10] тоже было доказано, что снижение спектральной нормы повышает

устойчивость модели к возмущенным входным данным.

То есть в многих публикациях приводится доказательство того, что с помощью кон-

троля сингулярных чисел матриц весов можно получить модели, которые хорошо обобщают

данные и которые легко обучать. Но подсчет полного сингулярного разложения требует

слишком много памяти и времени, поэтому исследователи сосредоточены на поиске других

методов. Так авторы статьи [6] нашли эффективных алгоритм для точного вычисления и

ограничения сингулярных чисел периодической свертки. В работе [7] были найдены диффе-

ренцируемые верхние оценки для сингулярных чисел периодической свертки, которые можно

использовать для регуляризации. В публикации [8] авторы предложили алгоритм для ини-

циализации периодических сверточных слоев нейросети случайными ортогональными мат-

рицами.

Однако на практике часто используются другие типы сверток (линейная свертка или

корреляция). В работе [9] было доказано, что сингулярные числа дважды блочного цирку-

лянта и дважды блочной матрицы Теплица с одним и тем же ядром асимптотически близки,

а также был предложен алгоритм и верхние оценки для приближенного вычисления сингу-

лярных чисел дважды Теплицевой матрицы.
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3 Оценка сингулярных чисел

3.1 Определения

Определение 1. Матрица называется циркулянтом, если она имеет вид

C =



c0 c1 c2 . . . cn−1

cn−1 c0 c1 . . . cn−2

cn−2 cn−1 c0 . . . cn−3

. . . . . . . . . . . . . . .

c1 c2 c3 . . . c0


Определение 2. Матрица называется матрицей Теплица, если она имеет вид

T =



t0 t1 t2 . . . tn−1

t−1 t0 t1 . . . tn−2

t−2 t−1 t0 . . . tn−3

. . . . . . . . . . . . . . .

t−n+1 t−n+2 t−n+3 . . . t0


Определение 3. Сингулярным разложением матрицы A ∈ Cm×n называется разложение

вида

A = UΣV ∗

где U ∈ Cm×m и V ∈ Cn×n - ортогональные матрицы, Σ ∈ Rm×n - диагональная матрица с

вещественными числами σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0 на диагонали. Числа σ1 . . . σr называются

сингулярными числами матрицы A.

Σ =



σ1

. . .

σr

. . .

0


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Определение 4. Нормой Фробениуса матрицы A ∈ Cm×n называется

∥A∥F =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|

Определение 5. Спектральной нормой матрицы A ∈ Cm×n называется

∥A∥2 = sup
∥x∥2=1

∥Ax∥2 = σ1(A)

Определение 6. Оптимальным циркулянтом для теплицевой матрицы T назовем цир-

кулянт Copt, ближайший к T по норме Фробениуса, то есть

Copt = argmin
C циркулянт

∥T − C∥F .

Значения элементов оптимального циркулянта Copt задаются формулой [1]

ci =
it−(n−i) + (n− i)ti

n
.

Теорема 1. Для матриц A,B ∈ Cm×n с соответствующими сингулярными числами s1(A) ≥

· · · ≥ sr(A) и s1(B) ≥ · · · ≥ sr(B), r = min(m,n) выполняется неравенство Виландта-

Хоффмана
r∑

i=1

(si(A)− si(B))2 = min
σ∈Sr

r∑
i=1

(si(A)− sσ(i)(B))2 ≤ ∥A−B∥2F

3.2 Бидиагональные матрицы

В случае, если матрицы для 1D свертки имеют всего две ненулевые диагонали, можно

найти явное выражение для сингулярных чисел. Пусть матрицы T,C ∈ Rn×n - бидиагональ-

ная матрица Теплица и циркулянт.

T =


t0 t1

. . . . . .
. . . t1

t0

 (1)
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C =


t0 t1

. . . . . .
. . . t1

t1 t0

 (2)

Лемма 1. Сингулярные числа для бидиагонального циркулянта C ∈ Rn×n имеют вид

σk =
√

λk, k = 1 . . . n,

λk = t20 + t21 + 2t0t1 cos

(
2π(k − 1)

n

)
.

Лемма 2. Сингулярные числа для бидиагональной матрицы Тёплица задаются уравнения-

ми

σk =
√

λk,

λk = t20 + t21 + 2t0t1 cos θk,

где углы θk являются корнями уравнения

t0 sin((n+ 1)θk) + t1 sin(nθk) = 0.

Доказательство.

A = TT t =


t20 + t21 t0t1

t0t1
. . . . . .
. . . t20 + t21 t0t1

t0t1 t20


Воспользовавшись результатами [11] получим, что собственные значения матрицы A имеют

вид

λk = t20 + t21 + 2t0t1 cos θk,

где углы θk являются корнями уравнения

t0 sin ((n+ 1) θk) + t1 sin (nθk) = 0.

Тогда сингулярные числа матрицы T равны σk =
√
λk.

Для сингулярных чисел бидиагональных матриц неравенство Виландта-Хоффмана
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будет иметь вид
n∑

k=1

(σk(T )− σk(C))2 ≤ ∥T − C∥2 = t21.

√∑n
k=1(σk(T )− σk(C))2

∥T∥F
≤ |t1|√

nt20 + (n− 1)t21
(3)

Однако с помощью следующих теорем можно улучшить оценку левой части неравенства.

Теорема 2. Пусть сингулярные числа отсортированы по убыванию, то есть ∀k σk ≥ σk+1.

И пусть x = t1
t0
, |x| < 1. Тогда

|σk(T )− σk(C)| ≤ 2π|t0|
2n+ 1

≤ π|t0|
n

.

Доказательство. Из условия | t1
t0
| ≤ 1 следует, что | sin((n+1)θk)

sin(nθk)
| ≤ 1. Тогда

2πk − π

2n+ 1
≤ θk ≤

2πk

2n+ 1
, k = 1 . . . n.

Сингулярные числа для матриц T и C будут иметь вид

σk(T ) =
√

t20 + t21 + 2t0t1 cos θk = |t0|
√
1 + x2 + 2x cos θk, k = 1 . . . n

σk(C) = |t0|
√

1 + x2 + 2x cosϕk, ϕk =
2π⌊k

2
⌋

n
, k = 1 . . . n

Оценим разность k-ых сингулярных чисел C и T

1

|t0|
|σk(T )− σk(C)| = |

√
1 + x2 + 2x cos θk −

√
1 + x2 + 2x cosϕk| =

=
2|x|| cos θk − cosϕk|√

1 + x2 + 2x cos θk +
√

1 + x2 + 2x cosϕk

≤ 2| cos θk − cosϕk|√
2− 2| cos θk|+

√
2− 2| cosϕk|

Далее рассмотрим по случаям.

1 случай. 0 < θk <
π
2
, 0 < ϕk <

π
2

1

|t0|
|σk(T )− σk(C)| ≤ 2| cos θk − cosϕk|√

2− 2 cos θk +
√
2− 2 cosϕk

=
| cos θk − cosϕk|
sin θk

2
+ sin ϕk

2

=
2| sin θk+ϕk

2
sin θk−ϕk

2
|

2 sin θk+ϕk

4
cos θk−ϕk

4

=

4| sin θk+ϕk

4
cos θk+ϕk

4
sin θk−ϕk

4
cos θk−ϕk

4
|

sin θk+ϕk

4
cos θk−ϕk

4

= 4| cos θk + ϕk

4
sin

θk − ϕk

4
| ≤ 4| sin θk − ϕk

4
|
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2 случай. π
2
≤ θk ≤ π, π

2
≤ ϕk ≤ π

1

|t0|
|σk(T )− σk(C)| ≤ 2| cos θk − cosϕk|√

2 + 2 cos θk +
√
2 + 2 cosϕk

=
| cos θk − cosϕk|
cos θk

2
+ cos ϕk

2

=
2| sin θk+ϕk

2
sin θk−ϕk

2
|

2 cos θk+ϕk

4
cos θk−ϕk

4

=

4| sin θk+ϕk

4
cos θk+ϕk

4
sin θk−ϕk

4
cos θk−ϕk

4
|

cos θk+ϕk

4
cos θk−ϕk

4

= 4| sin θk + ϕk

4
sin

θk − ϕk

4
| ≤ 4| sin θk − ϕk

4
|

Оценим θk − ϕk. Если k - нечетное, то

2πk − π

2n+ 1
− π(k − 1)

n
≤ θk − ϕk ≤

2πk

2n+ 1
− π(k − 1)

n
⇔ π (n− k + 1)

n (2n+ 1)
≤ θk − ϕk ≤

π (2n− k + 1)

n (2n+ 1)

Если k - четное, то

2πk − π

2n+ 1
− πk

n
≤ θk − ϕk ≤

2πk

2n+ 1
− πk

n
⇔ − π (n+ k)

n (2n+ 1)
≤ θk − ϕk ≤ − πk

n (2n+ 1)

Tогда можно оценить разность сингулярных чисел

1

|t0|
|σk(T )− σk(C)| ≤ 4| sin θk − ϕk

4
| ≤ |θk − ϕk| ≤

2π

2n+ 1
≤ π

n

Теорема 3. Пусть сингулярные числа отсортированы по убыванию, то есть ∀k σk ≥ σk+1.

Обозначим x = t1
t0

. Пусть |x| = 1 + ε, ε > 0. Tогда для всех k < n при нечетных k

|σk(T )− σk(C)| ≤ |t0|
εn

,

при четных k

|σk(T )− σk(C)| ≤ |t0|(π(1 + ε) + 1)

εn
.

Доказательство. Углы θk задаются уравнением

t0 sin((n+ 1)θk) + t1 sin(nθk) = 0.

Поделив на t1, получим

| sin(nθk)| =
∣∣∣∣−t0 sin((n+ 1)θk)

t1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣sin((n+ 1)θk)

x

∣∣∣∣ ≤ 1

1 + ε
.
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Для краткости обозначим β = arcsin( 1
1+ε

). Из неравенства получаем, что

π(k − 1)− β

n
≤ θk ≤

π(k − 1) + β

n
, k = 1 . . . (n− 1).

Можно оценить разность сингулярных чисел

1

|t0|
|σk(T )− σk(C)| = |

√
1 + x2 + 2x cos θk −

√
1 + x2 + 2x cosϕk| =

=
2|x|| cos θk − cosϕk|√

1 + x2 + 2x cos θk +
√
1 + x2 + 2x cos θk

=
2| cos θk − cosϕk|√

(1 + cos θk
x

)2 + ( sin θk
n

)2 +
√
(1 + cosϕk

x
)2 + ( sinϕk

n
)2

≤

≤
∣∣∣∣1 + ε

ε

∣∣∣∣ | cos θk − cosϕk| = 2

∣∣∣∣1 + ε

ε
sin

θk + ϕk

2
sin

θk − ϕk

2

∣∣∣∣
Если k - нечетное, то ϕk =

π(k−1)
n

. Тогда

1

|t0|
|σk(T )− σk(C)| ≤ 2

∣∣∣∣1 + ε

ε
sin

β

2n

∣∣∣∣max

(∣∣∣∣sin 2π(k − 1)− β

2n

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣sin 2π(k − 1) + β

2n

∣∣∣∣) ≤ 1

εn

Если k - четное, то ϕk =
πk
n

. Тогда

1

|t0|
|σk(T )−σk(C)| ≤ 2

∣∣∣∣1 + ε

ε
sin

π + β

2n

∣∣∣∣max

(∣∣∣∣sin 2πk − π − β

2n

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣sin 2πk − π + β

2n

∣∣∣∣) ≤ π(1 + ε) + 1

εn

Теорема 4. Расстояние по норме ∥·∥2 от квадратной матрицы A ∈ Cn×n до множества

вырожденных матриц равно σn(A).

σn(A) = min
rkB<n

∥A−B∥2 .

Доказательство. Если A вырожденная, то, очевидно, равенство выполнено min
rkB<n

∥A−B∥2 =

0 = σn(A). Пусть A невырожденная и ее сингулярное разложение имеет вид

A = UΣV ∗.

Так как dim ker(B) = n − rk(B), а размерность линейной оболочки столбцов V равна n, то

найдется вектор y ̸= 0, принадлежащий пересечению ядра матрицы B и линейной оболочни

столбцов матрицы V

y ∈ ker(B)∩ < v1 . . . vn > .

11



Пусть ∥y∥2 = 1. Тогда

∥A−B∥2 ≥ ∥(A−B)y∥2 = ∥Ay∥2 =
∥∥UΣV Ty

∥∥
2
=
∥∥ΣV Ty

∥∥
2
≥ σn(A) ∥V ∗y∥2 = σn(A).

Пусть Σ′ - матрица, полученная из Σ заменой последнего сингулярного числа на ноль. Тогда,

очевидно, в неравенстве выше достигается равенство при

B = UΣ′V ∗.

Теорема 5. Пусть T - бидиагональная матрица Теплица (1). Тогда можно оценить по-

следнее сингулярное число

0 ≤ σn ≤ |t0|n

|t1|n−1

Доказательство. Пусть матрица T ′ отличается от T только в позиции (n, 1), то есть T ′
n,1 =

ϵ, T ′
i,j = Ti,j.

T ′ =


t0 t1

. . . . . .
. . . t1

ϵ t0


Найдем такое ϵ, что T ′ будет вырожденной.

det(T ′) = tn0 + ϵ(−1)n+1tn−1
1

Тогда T ′ будет вырожденной при

ϵ =
(−1)ntn0
tn−1
1

.

По теореме 4

σn ≤ ∥T − T ′∥2 = |ϵ| = |t0|n

|t1|n−1

Сделаем оценку для левой части неравенства Виландта-Хоффмана. Если | t1
t0
| ≤ 1, то

по теореме 2
n∑

k=1

(σk(T )− σk(C))2 ≤ n

(
π|t0|
n

)2

=
π2t20
n

.
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Взяв корень и поделив на ∥T∥F , получим

√∑n
k=1(σk(T )− σk(C))2

∥T∥F
≤ π|t0|√

n
√

nt20 + (n− 1)t21
= O

(
1

n

)
.

Если | t1
t0
| = 1 + ε, ε > 0, то по теореме 3

n∑
i=1

(σk(T )− σk(C))2 ≤ |t0|2(π(1 + ε) + 1)2

ε2n
+ (σn(T )− σn(C))2.

При | t1
t0
| > 1 по теореме 5 наименьшее сингулярное число бидиагональной матрицы Теплица с

ростом n экспоненциально стремится к нулю, σn(T ) → 0. При этом наименьшее сингулярное

число циркулянта равно

σn(C) =

|t0 − t1| ≤ |t0|+ |t1| при четных k√
t20 + t21 − 2t0t1 cos

π
n
≤ |t0|+ |t1| при нечетных k

То есть при обычных условиях если | t1
t0
| = 1 + ε, ε > 0, то

n∑
k=1

(σk(T )− σk(C))2 ≤ |t0|2(π(1 + ε) + 1)2

ε2n
+ (|t0|+ |t1|)2,

√∑n
k=1(σk(T )− σk(C))2

∥T∥F
= O

(
|t0|+ |t1|√

nt20 + (n− 1)t21

)
= O

(
1√
n

)
.

Однако, если заменить наименьшее сингулярное число циркулянта на ноль, то можно улуч-

шить оценку

n−1∑
k=1

(σk(T )− σk(C))2 + (σn(T )− 0)2 ≤ |t0|2(π(1 + ε) + 1)2

ε2n
+

(
|t0|n

|t1|n−1

)2

,

√∑n−1
k=1(σk(T )− σk(C))2 + (σn(T )− 0)2

∥T∥F
= O

(
|t0|(π(1 + ε) + 1)

ε
√
n
√
nt20 + (n− 1)t21

)
= O

(
1

n

)
.
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Рис. 3.1: Графики показывают левую и правую части неравенства 3 для бидиагональных
матриц в зависимости от n. На левом графике отношение | t1

t0
| < 1, на среднем графике

| t1
t0
| > 1, поэтому видна разница в сходимости левой части неравенства. На среднем и правом

графиках красным показана асимптотика левой части неравенства 3 при одних и тех же
значениях t0 и t1, но на правом графике последнее сингулярное число циркулянта заменено
на ноль. Из-за этого на среднем графике асимптотика O( 1√

n
), на правом O( 1

n
).

Рис. 3.2: График показывает асимптотику выражения
√∑n

i=1(σk(T )−σk(C))2

∥T∥F
в зависимости от

| t1
t0
|. Рыжим цветом показана асимптотика, если при | t1

t0
| > 1 заменить последнее сингулярное

число циркулянта на ноль. При | t1
t0
| ≤ 1 гафики совпадают. Видно, что при | t1

t0
| ≤ 1 асимп-

тотика примерно O(n−1), а при | t1
t0
| > 1 асимптотика стремится к O(n−0.5), если не заменять

σn(C) на ноль.
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3.3 1D сверткa

Формула cвертки корреляции [3]

Ym =
r−1∑
i=0

fiXm+i

Формула периодической cвертки [3]

Ym =
r−1∑
i=0

fiXm−i(modn)

Пусть F ∈ Rr - фильтр, X ∈ Rn - входной вектор. Дополним X нулями до размера (n+r−1)

и применим к нему корреляцию. Обозначим размер паддинга p = ⌊ r−1
2
⌋. Получим свертку

Y = TX, Y ∈ Rn. Матрица преобразования T ∈ Rn×n имеет вид

T =



fp . . . fr−1 0 . . . 0
... . . . . . . . . . ...

f0
. . . . . . 0

0
. . . . . . fr−1

... . . . . . . . . . ...

0 . . . 0 f0 . . . fp


Построим для матрицы T соответствующий циркулянт C.

C =



fp . . . fr−1 0 f0 . . . fp−1

... . . . . . . . . . ...

f0
. . . . . . f0

0
. . . . . . . . . 0

fr−1
. . . . . . fr−1

... . . . . . . . . . ...

fp+1 . . . fr−1 0 f0 . . . fp


Запишем неравенство Виландта-Хоффмана

k∑
i=1

(σi(T )− σi(C))2 ≤ ∥T − C∥2F =
r−1∑
j=1

|p− j|f 2
j

15



Взяв корень и поделив на ∥T∥F, получим

√∑k
i=1(σi(T )− σi(C))2

∥T∥F
≤ ∥T − C∥F

∥T∥F
=

√√√√ ∑r−1
j=1 |p− j|f 2

j∑r−1
i=0 (n− |p− i|)f 2

i

≤
√

p

n− p
=

√
r − 1

2n− r + 1
(4)

Для соответствующего матрице T оптимального циркулянта Copt (определение 6) оценка

примет вид

√∑k
i=1(σi(T )− σi(Copt))2

∥T∥F
≤

∥T − Copt∥F
∥T∥F

=

√√√√∑r−1
j=1

|p−i|(n−|p−i|)
n

f 2
j∑r−1

i=0 (n− |p− i|)f 2
i

≤
√

p

n
=

√
r − 1

2n

Рис. 3.3: Графики показывают левую и правую части неравенства 4 в зависимости от размера
матрицы n (в логарифмическом масштабе по обеим осям). Рыжим цветом показана оценка
сверху для левой и правой частей неравенства. По левому и среднему графикам заметно, что
в зависимости от значений диагональных элементов у левой части неравенства может быть
разная скорость сходимости. На правом графике красным цветом показана асимптотика
левой части неравенства 4, если несколько последних сингулярных чисел циркулянта, для
которых сингулярные числа матрицы Теплица с такими же порядковыми номерами близки к
нулю, заменить на ноль. Видно, что тогда асимптотика левой части неравенства равна O( 1

n
),

a не O( 1√
n
).

3.4 2D свертка

Формула корреляции

Ylm =
r−1∑
i=0

r−1∑
j=0

fijXl+i,m+j

Формула периодической cвертки

Ylm =
r−1∑
i=0

r−1∑
j=0

fijXl−i(modn),m−j(modn)
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Пусть F ∈ Rr×r - фильтр, X ∈ Rn×n - входная матрица. Дополним X нулями до размера

(n + r − 1) × (n + r − 1) и применим корреляцию. (Обозначим размер паддинга p = ⌊ r−1
2
⌋).

Получим результат Y ∈ Rn×n, vec(Y ) = Tvec(X), где vec(X) ∈ Rn2×1 - запись матрицы X по

столбцам в вектор. Матрица преобразования T ∈ Rn2×n2 - блочная теплицева с теплицевыми

блоками Ti ∈ Rn×n.

T =


T0 T1 . . . Tn−1

T−1 T0 . . . Tn−2

...
... . . . ...

T−n+1 T−n+2 . . . T0

 (5)

Ti = 0 при i < −p или i > p, иначе

Ti =



fi+p,p . . . fi+p,r−1 0 . . . 0
... . . . . . . . . . ...

fi+p,0
. . . . . . 0

0
. . . . . . fi+p,r−1

... . . . . . . . . . ...

0 . . . 0 fi+p,0 . . . fi+p,p


Построим для T соответствующий блочный циркулянт с циркулянтными блоками C.

C =


C0 C1 . . . Cn−1

Cn−1 C0 . . . Cn−2

...
... . . . ...

C1 C2 . . . C0


Обозначим Circ(x1 . . . xn) циркулянт с первым столбцом (x1 . . . xn)

T .

Ci =


Circ (fi+p,p . . . fi+p,0 0 . . . 0 fi+p,r−1 . . . fi+p,p+1) при i < r − p

Circ (fp−n+i,p . . . fp−n+i,0 0 . . . 0 fp−n+i,r−1 . . . fp−n+i,p+1) при i > n− p− 1

0 иначе
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Запишем неравенство Виландта-Хоффмана

k∑
t=1

(σt(T )− σt(C))2 ≤ ∥T − C∥2F =
r−1∑
i=0

(n− |p− i|)
r−1∑
j=0

|p− j|f 2
i,j +

r−1∑
i=0

|p− i|
r−1∑
j=0

nf 2
i,j =

=
r−1∑
i,j=0

f 2
i,j((n− |p− i|)|p− j|+ n|p− i|) ≤ 2np

r−1∑
i,j=0

f 2
i,j = 2np ∥F∥2

Найдем норму Фробениуса теплицевой матрицы T.

∥T∥2F =
r−1∑
i,j=0

(n− |p− i|)(n− |p− j|)f 2
i,j ≥ (n− p)2

r−1∑
i,j=0

f 2
i,j = (n− p)2 ∥F∥2

Теперь сделаем оценку с помощью двух предыдущих неравенств.√∑k
t=1(σt(T )− σt(C))2

∥T∥F
≤

√
2np ∥F∥F

(n− p) ∥F∥F
=

2
√
n(r − 1)

2n− r + 1
(6)

Лемма 3. Пусть T ∈ Rn2×n2 - дважды теплицева матрица со страйдом s. Тогда дважды

циркулянт Copt ∈ Rn2×n2 с элементами

Coptki =
(n
s
− ⌊k

s
⌋)((n

s
− ⌊ i

s
⌋)Tk,i + ⌊ i

s
⌋Tk,−(n−i)) + ⌊k

s
⌋((n

s
− ⌊ i

s
⌋)T−([n/s]−k),i + ⌊ i

s
⌋T−([n/s]−k),−(n−i))(

n
s

)2
является проекцией матрицы T на множество дважды циркулянтов C1,r, то есть

Copt = argmin
X∈C1,r

∥T −X∥F .

Назовем такую матрицу Copt отпимальным дважды циркулянтом.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы об оптимальном циркулянте для мат-

рицы Теплица из статьи [1]. Нужно записать ∥T −X∥2F через элементы матриц и с помощью

производной найти точку минимума.

Если в неравенстве 6 заменить C на оптимальный дважды циркулянт Copt (лемма 3),
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то можно получить оценку

k∑
t=1

(σt(T )− σt(Copt))
2 ≤ ∥T − Copt∥2F =

r−1∑
i=0

(n− |p− i|)
r−1∑
j=0

|p− j|(n− |p− i|)2(n− |p− j|)2

n4
f 2
i,j+

+
r−1∑
i=0

(n− |p− i|)
r−1∑
j=0

(n− |p− j|)
(
1− (n− |p− i|)(n− |p− j|)

n2

)2

f 2
i,j+

+
r−1∑
i,j=0

|p− i|n(n− |p− i|)2(n− |p− j|)2

n4
f 2
i,j =

=
r−1∑
i,j=0

f 2
i,j

(n− |p− i|)(n− |p− j|)(n(|p− i|+ |p− j|)− |p− i||p− j|)
n2

√∑k
t=1(σt(T )− σt(Copt))2

∥T∥F
=

√√√√∑r−1
i,j=0 f

2
i,j

(n−|p−i|)(n−|p−j|)(n(|p−i|+|p−j|)−|p−i||p−j|)
n2∑r−1

i,j=0(n− |p− i|)(n− |p− j|)f 2
i,j

≤
√

r − 1

n
(7)

Рис. 3.4: График показывает асимптотику левой и правой части неравенства 6 и 7 в зависи-
мости от n для одноканальной 2D свертки. На левом графике веса фильтра взяты из первого
сверточного слоя предобученной ResNet34 из библиотеки torchvision. На правом графике веса
фильтра равны weights = [[1, 1, 100], [1, 1, 1], [1, 1, 1]]. То есть асимптотика разности сингуляр-
ных чисел 2D сверток может быть как O( 1

n
), так и O( 1√

n
). Видно, что оценка 6 может быть

довольно близкой (красная и желтая линии на правом графике почти совпадают).

3.5 Многоканальная 2D свертка

Формула корреляции

Yalm =
c∑

b=0

r−1∑
i=0

r−1∑
j=0

fabijXl+i,m+j
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Формула периодической cвертки

Yalm =
c∑

b=0

r−1∑
i=0

r−1∑
j=0

fabijXd,l−i(modn),m−j(modn)

Пусть F ∈ Rc×c×r×r - фильтр с одинаковым числом входных и выходных каналов, X ∈

Rc×n×n - входная матрица. Дополним X нулями до размера c × (n + r − 1) × (n + r − 1) и

применим корреляцию. (Обозначим размер паддинга p = ⌊ r−1
2
⌋). Получим результат Y ∈

Rc×n×n, vec(Y ) = Tvec(X). Матрица преобразования T ∈ Rcn2×cn2 - блочная матрица

T =


T0,0 T0,1 . . . T0,c−1

T1,0 T1,1 . . . T1,c−1

...
... . . . ...

Tc−1,0 Tc−1,1 . . . Tc−1,c−1

 , (8)

где каждый из блоков Ta,b ∈ Rn2×n2 - дважды теплицева матрица, по структуре аналогичная

матрице T для 2D свертки 5 для соответствующих каналов a и b. Аналогично C - блочная

матрица с дважды циркулянтными блоками, аналогичными матрице C для 2D свертки.

Запишем неравенство Виландта-Хоффмана

k∑
t=1

(σt(T )− σt(C))2 ≤ ∥T − C∥2F =
c−1∑
a=0

c−1∑
b=0

(
r−1∑
i=0

(n− |p− i|)
r−1∑
j=0

|p− j|f 2
i,j +

r−1∑
i=0

|p− i|
r−1∑
j=0

nf 2
i,j

)

≤ 2np ∥F∥2

Поделив на ∥T∥F и взяв корень, получим оценку, аналогичную 2D случаю

√∑k
t=1(σt(T )− σt(C))2

∥T∥F
≤

√
2np ∥F∥F

(n− p) ∥F∥F
=

2
√

n(r − 1)

2n− r + 1
. (9)

Если C заменить на блочкую матрицу из дважды оптимальных циркулянтов Copt, то можно

получить оценку √∑k
t=1(σt(T )− σt(Copt))2

∥T∥F
≤
√

r − 1

n
.
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4 Сходимость проекций

4.1 Определения

Рассмотрим множество матриц размера cn2 × cn2. Введем обозначения:

Определение 7. Bβ = {X| ∥X∥2 ≤ β} - множество матриц с ограниченной спектральной

нормой.

Определение 8. Tc,r - множество матриц, соответствующих многоканальной свертке

корреляции с фильтром размера F ∈ Rc×c×r×r и суммарным нулевым паддингом r − 1 по

краям (с одного края паддинг p = ⌊ r−1
2
⌋, с другого r − 1 − p). То есть Tc,r - это блочные

матрицы, каждый блок которых - это дважды теплицева матрица (как в 8).

Определение 9. Cc,r - множество матриц, соответствующих многоканальной периоди-

ческой свертке с фильтром размера F ∈ Rc×c×r×r, другими словами, это блочные матрицы,

каждый блок которых - это дважды циркулянт.

4.2 Проекции

В этом разделе сформулируем некоторые вспомогательные теоремы.

Определение 10. Ортогональной проекцией матрицы Y на множество R называется

PR(Y ) = argmin
X∈R

∥X − Y ∥F

Теорема 6. ([4] Proposition 1) Пусть матрица A ∈ Rn×n, ее сингулярное разложение A =

UDV t. Пусть матрица Ã = UD̃V t , где D̃ii = min(Dii, β) и Bβ = {X| ∥X∥2 ≤ β}. Тогда Ã

это проекция матрицы A на множество Bβ, то есть Ã = argmin
X∈Bβ

∥X − A∥F .

Теорема 7. Проекция из Tc,r на Cc,r это блочная матрица из оптимальных дважды цир-

кулянтов.

Доказательство. Пусть X ∈ Tc,r и Y ∈ Cc,r. Матрицы X и Y блочные, поэтому квадрат

фробениусовой нормы их разности распадается на сумму квадратов норм разностей блоков.

∥X − Y ∥2F =
c−1∑
i,j=0

∥Xi,j − Yi,j∥2F .

Чтобы найти Y, при которой достигается минимум ∥X − Y ∥F , нужно минимизировать нормы

∥Xi,j − Yi,j∥2F . Каждую норму разности можно минимизировать отдельно, так как элементы
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берутся из разных блоков фильтра. Из леммы 3 следует, что минимум достигается, когда

Yi,j является оптимальным дважды циркулянтом для Xij.

Лемма 4. Пусть H ∈ T1,n - дважды теплицева матрица (то есть заполнены могут быть

все диагонали, а не только r центральных). Тогда дважды теплицева матрица T с элемен-

тами (p = ⌊ r−1
2
⌋)

Tki =

Hki, −p ≤ k < p, −p ≤ i < p

0, иначе
(10)

является проекцией H на множество T1,r матриц с фильтром меньшего размера r ≤ n,

то есть

T = argmin
X∈T1,r

∥H −X∥F .

Доказательство. Запишем норму разности через элементы матриц

∥H −X∥2F =
n−1∑

k=−n+1

(n− k) ∥Hk −Xk∥2F =
n−1∑

k=−n+1

n−1∑
i=−n+1

(n− k) (n− i) (Hki −Xki)
2

Видно, что минимум достигается при Xki = Hki для ненулевых элементов матрицы X.

Теорема 8. Проекция блочной матрицы H ∈ Cc,n на множество Tc,r это блочная матрица

из дважды теплицевых матриц Tki, заданных по формуле 10.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 7. Фробениусова норма разности рас-

падается на сумму разностей блоков, каждый блок можно минимизировать отдельно.

Лемма 5. Проекция матрицы Y ∈ Cc,n c фильтром FY ∈ Rc×c×n×n на множество Cc,r - это

блочная матрица X из дважды циркулянтов c фильтром FX ∈ Rc×c×r×r,

FX = FY [ :, :, q − p : q + r − 1− p, q − p : q + r − 1− p],

где p = ⌊ r−1
2
⌋, q = ⌊n−1

2
⌋.

Доказательство. Аналогично доказательству теорем 4 и 7. Фробениусова норма разности

распадается на сумму разностей блоков. Минимум разности блоков достигается, когда нену-

левые элементы матрицы X совпадают с элементами матрицы Y на тех же позициях.

4.3 Сходимость итерационного процесса

Сформулируем два варианта итерационных процессов.

1) Пусть Y0 ∈ Cc,r. Будем циклически проектировать матрицу Y0 на множества Cc,r и B. То
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есть построим последовательность матриц Yn ∈ Cc,r так, что

Yn+1 = PCc,r(PB(Xn)).

2) Пусть X0 ∈ Tc,r. Будем циклически проектировать матрицу X0 на множества Tc,r, Cc,r и B.

То есть построим последовательность матриц Xn ∈ Tc,r так, что

Xn+1 = PTc,r(PB(PCc,r(Xn))).

Следующая теорема является основным результатом данной секции.

Теорема 9. 1) Последовательность матриц Yn со скоростью геометрической прогрессии

сходится к некоторой матрице Y ∈ B ∩ Cc,r.

2) Последовательность матриц Xn со скоростью геометрической прогрессии сходится к

некоторой матрице X ∈ Tc,r ∩ Cc,r ∩ B.

Перед тем, как перейти к доказательству, сформулируем теорему.

Теорема 10. [2] Пусть E - гильбертово пространство. Пусть задана система множеств

Qα ∈ E,α ∈ A, где A - конечное или бесконечное множество индексов. Пусть выполняется

последовательность проекций

xn+1 = Pα(n)x
n. (11)

Cпособ выбора α(n), может быть различным. Если А - конечномерное, то можно приме-

нять циклический порядок проектирования

α(n) := αn(modm)+1. (12)

Пусть все множества Qα замкнуты и выпуклы, Q = ∩α∈AQα непусто. Пусть выполнено

любое из условий:

а) Qᾱ∩( ∩
α∈A,α ̸=ᾱ

Qα)
0 непусто (здесь Qᾱ — некоторое фиксированное множество из системы

Qα, R0 означает внутренность R);

б) все Qα, кроме, может быть, одного (Qᾱ), равномерно выпуклы *) с общей функцией δ(t);

в) Е конечномерно

г) A = αi, . . . , αm конечно, а все Qα — полупространства, т. е. Qα = {x : (ci, x) ≤ βi}.

Тогда в методах 11, 12 при любом x0 последовательность xn сильно сходится к некоторой

точке x∗ ∈ Q = ∩α∈AQα. При этом если выполнены условия а) или г), то имеет место

сходимость со скоростью геометрической прогрессии.
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Определение 11. Множество Q называется выпуклым, если для любых двух точек x, y ∈

Q и любого λ ∈ [0, 1] точка λx+ (1− λ)y также принадлежит множеству Q.

Доказательство. 1) Пусть E = Rcn2×cn2 гильбертово пространство квадратных матриц (ска-

лярное произведение задается (A,B) = tr(AB∗)). Множество E конечномерное, поэтому вы-

полнено условие в) теоремы 10.

2) Множества Tc,r,B, Cc,r - замкнутые и выпуклые.

Выпуклость B: Пусть x и y ∈ B. Тогда ∥λx+ (1− λ)y∥2 ≤ λ ∥x∥2 + (1 − λ) ∥y∥2 ≤

λβ + (1− λ)β = β, то есть λx+ (1− λ)y ∈ B.

Выпуклость Tc,r (для Cc,r аналогично): видно, что если x и y ∈ Tc,r, то (λx+(1−λ)y) ∈

Tc,r, так как размер фильтра не увеличился и на всех диагоналях остались равные элементы.

3) Пересечение множеств Tc,r ∩ B ∩ Cc,r непусто. Например, в пересечении множеств

Tc,r∩B∩Cc,r лежат блочные матрицы с ограниченной спектральной нормой и с диагональными

блоками, на диагоналях каждого блока одинаковые числа ≤ β.

4) Для множеств Tc,r,B, Cc,r выполнено условие а) теоремы 10, то есть Qα = {Tc,r,B, Cc,r},

и выполнено Qᾱ ∩ ( ∩
α∈A,α ̸=ᾱ

Qα)
0 непусто. Например, в любом из пересечений B ∩ (Tc,r ∩ Cc,r)0,

Tc,r ∩ (B ∩ Cc,r)0, Cc,r ∩ (Tc,r ∩ B)0 лежит диагональная матрица D ∈ Rcn2×cn2 с равными эле-

ментами < β на диагонали.

Так как выполнены условия а) и в) теоремы 10, то последовательность матриц Xn

сильно сходится к некоторой матрице X ∈ Tc,r ∩ Cc,r ∩ B, последовательность матриц Yn

сильно сходится к Y ∈ Cc,r ∩ B, и в обоих случаях имеет место сходимость со скоростью

геометрической прогрессии.

4.4 Выводы

В статье [6] было предложено ограничивать сингулярные числа периодической сверт-

ки с помощью следующего алгоритма: проектировать многоканальный дважды циркулянт

на множество матриц с ограниченной второй нормой (при этом получается циркулянт с

бóльшим фильтром, чем исходный), потом обрезать фильтр полученного циркулянта до ис-

ходного размера. (Замечу, что в данном алгоритме задействуется только фильтр). Первый

метод проектирования в теореме 9 - это в точности метод, предложенный в статье [6]. Такой

итерационный процесс сходится для периодической свертки, и в результате получается мат-

рица с ограниченными сингулярными числами. Если применять данный метод к фильтру

свертки-корреляции, то он все так же будет сходиться. При этом так как сингулярные чис-

ла периодической свертки и корреляции близки (было показано в предыдущем разделе), то
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Рис. 4.1: На графиках изображены сингулярные числа для многоканального дважды цир-
кулянта с 4 каналами, дважды теплицевой матрицы и оптимального дважды циркулянта
размера R4(10)2×4(10)2 . Заметно, что сингулярные числа у оптимального циркулянта ближе
к теплицевой матрице, чем у "обычного"циркулянта. Старшее сингулярное число "обычно-
го"циркулянта может лучше приближать старшее число теплицевой матрицы. Наименьшие
сингулярные числа цикулянтов и матриц Теплица могут сильно отличаться.

в результате применения алгоритма будет получена матрица корреляции с ограниченными

сингулярными числами.

При применении второго метода из теоремы 9 итерационный процесс сходится к три-

виальной матрице (блочно-диагональной с ограниченной спектральной нормой). Поэтому

данный метод плохо работает для ограничения спектральной нормы нейросети. Однако про-

екцию дважды теплицевой матрицы на оптимальный циркулянт можно использовать для

оценки ее сингулярных чисел, так как сингулярные числа оптимального циркулянта и теп-

лицевой матрицы ближе, чем для "обычного"циркулянта (рис. 4.1).

5 Заключение

В данной работе были получены оценки сингулярных чисел свертки-корреляции. Оцен-

ки показывают, что сингулярные числа корреляции и периодической свертки асимптотиче-

ски близки, однако при маленьком размере входного изображения периодическая свертка

дает не самое хорошее приближение. С помощью оптимального циркулянта получена луч-

шая оценка в неравенстве Виландта-Хоффмана, и заметно, что оценка с помощью "обычно-

го"циркулянта очень близка к оптимальной (например, для двумерной свертки 2
√

n(r−1)

2n−r+1
близ-

ка к оптимальной
√

r−1
n

). Полученные с помощью неравенства Виландта-Хоффмана оценки

имеют асимптотику O( 1√
n
), хотя на практике асимптотика может быть и лучше (для неко-

торых фильтров O( 1
n
)).

Был проанализирован метод, предложенный в статье [6]. При его итеративном при-

менении во время обучения нейросети получается ограничить сингулярные числа свертки-
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корреляции, так как сингулярные числа периодической свертки и корреляции достаточно

близки. Другой способ ограничения сингулярных чисел с помощью проектирования на оп-

тимальный циркулянт оказался неэффективным.

26



Список литературы

[1] Tony F Chan. “An optimal circulant preconditioner for Toeplitz systems”. В: SIAM journal

on scientific and statistical computing 9.4 (1988), с. 766—771.

[2] Leonid Georgievich Gurin, Boris Teodorovich Polyak и È V Raik. “The method of projections
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