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1 Введение

Данна работа посвщена шашкам Фейнмана  элементарной модели двиени электро-
на, предлоенной Р. Фейнманом. Шашки Фейнмана таке ивестны как одномерное квантовое
блудание или модел Иинга при мнимой температуре. Мы приводим неивестну ранее асимп-
тотику максимума волновой функции, а таке асимптотику полоени этого максимума.

1.1 Основные термины и определени

Приведём определение баовой модели в шашках Фейнмана.

Определение 1. [3] и [8, определение 1] Пут шашки – это конечна последователност целых
точек на плоскости, така что вектор и кадой точки к следущей равен либо (1, 1), либо
(−1, 1). Поворот – это така точка пути, что вектор, соединщий эту точку с предыдущей,
ортогонален вектору, соединщему её со следущей. Стрелка – это комплексное число

a(x, t) := 2
1−t
2 · i ·



s

(−i)turns(s),

где сумма берётс по всем путм s шашки и (0, 0) в (x, t), которые проходт чере (1, 1), а
turns(s) обоначает общее число поворотов в s. Пусту сумму будем предполагат равной нул.
Обоначим

P (x, t) := |a(x, t)|2, Ã1(x, t) := Re a(x, t+ 1), Ã2(x, t) := Im a(x+ 1, t+ 1).

Функци a(x, t) наываетс волновой функцией электрона, испущенного и точки (0, 0), а число
P (x, t) – веротност обнаруит электрон в точке (x, t).

1.2 Цел и адачи исследовани

Как видно на рис. 1, внутри интервала (−t, t) у волновой функции Ã1(x, t) ест чётко вы-
раенные максимумы. Численные эксперименты покаыват, что максимум располоен вблии
прмой x = t/

√
2. Поэтому имеет смысл нарисоват график отклонени поиции максимума от

этой прмой в ависимости от t (рис. 2). Кроме того, нарисуем график самого начени макси-
мума (рис. 3).
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Рис. 1: Ã1(x, 10000)

Рис. 2: argmaxx Ã1(x, t)− t/
√
2
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Рис. 3: maxx Ã1(x, t)

Справедлива следуща теорема, описываща начени и полоени максимума.

Теорема 1. Дл лбых целых t выполнено

max
x∈[0;t]
x+t odd

|Ã1(x, t)| = max
x∈R

Ai(x) · 21/3t−1/3 +O


1

t


,

argmax
x∈[0;t]
x+t odd

|Ã1(x, t)| =
t√
2
+ argmax

x∈R
Ai(x) · 2−5/6t1/3 +O(1).

1.3 Сравнителный анали источников

Асимптотические свойства волновой функции при болших t иучалис раличными автора-
ми. Главные члены в асимптотике во внутренней области были найдены в [1, теорема 2]. Остаточ-
ные члены были оценены в [9, предлоение 2.2]. Другие методы, такие как асимптотика Дарбу
дл многочленов Леандра и круговой метод Харди-Литтлвуда, были применены в [2, теорема
3] и [8, теорема 2] дл более грубой асимптотики при x вблии 0. Наконец, равномерна по x
асимптотика Ã1(x, t) во внутренней области была найдена в [10, теорема 1] (см. предлоение 1).

В данной работе приводитс неивестна ранее асимптотика максимума волновой функции,
а таке асимптотика полоени этого максимума. Дисперсионные оценки такого рода влтс
активной темой исследований [5, 6, 7]. Наш реултат усиливает ивестну ранее грубу оценку
на начение максимума [5, теорема 2.1] и на его полоение [1], а таке решает открыту проблему
[8, Problem 1]. Докаателство основано на реултатах, полученных в 2022 году в [4] и [10].

Предлоение 1. [10, теорема 1] Дл лбых целых x, t, таких что |x| < t/
√
2 и x+ t нечётно,

выполнено

Ã1(x, t) = (−1)(|x|−t+1)/2


4θ(x/t)

1− 2(x/t)2

1/41

t

1/3

Ai

−θ(x/t)t2/3


+O


1

t


,
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где

θ(v) :=


3

2


−v arctan

√
1− 2v2

v


+ arctan


1− 2v2

2/3

.

Предлоение 2. [4, теорема 3] Дл лбых целых x, t, таких что t > 0, x + t чётно и 1√
2
≤

x
t ≤ 1, выполнено

|Ã1(x− 1, t)| > |Ã1(x+ 1, t)|.

2 Основна част

Дл докаателства теоремы 1 нам потребутс следущие леммы.

Лемма 1. Функци θ(v) и предлоени 1 имеет следущие свойства:

1. θ(v) убывает на [0; 1/
√
2] и θ(1/

√
2) = 0;

2. θ′(v) отрицателна, ограничена и θ′(1/
√
2) = −25/6.

Докаателство свойства 1. θ(1/
√
2) = 0 верно по определени. Обоначим

L(v) := −v arctan

√
1− 2v2

v


+ arctan


1− 2v2.

При v ∈ [0; 1/
√
2) имеем

L′(v) = − arctan

√
1− 2v2

v


< 0,

следователно, функции L(v) и θ(v) =

3
2L(v)

2/3 убыват.

Докаателство свойства 2. По теореме Лаграна начение θ′(1/
√
2) равно пределу θ′(v) при

v → 1/
√
2. Подставл u =

√
1− 2v2 → 0, имеем

L′(v) = − arctan

 √
2u√

1− u2


= − arctan

√
2u


1 +

u2

2
+O(u4)


= −

√
2u+

u3

3
√
2
+O(u5),

L(v) =


1− u2

2
L′(v) + arctanu =


1− u2

2
+O(u4)


−u+

u3

6
+O(u5)


+ u− u3

3
+O(u5) =

=
u3

3
+O(u5),

θ′(v) =


3

2

2/3

· 2
3
· L′(v)

3


L(v)
=


2

3

1/3 −
√
2u+O(u3)

3


u3/3 +O(u5)
=


2

3

1/3 −
√
2 + o(1)

1/ 3
√
3 + o(1)

= −25/6 + o(1).

аметим, что функци θ′(v) нигде не равна нул, посколку L′(v) ∕= 0 при v ∈ [0; 1/
√
2) и θ′(v) =

−25/6 при v = 1/
√
2. Посколку θ′(v) непрерывна на [0; 1/

√
2] и отрицателна при v = 1/

√
2, она

отрицателна и ограничена на всём отреке.

Следуща лемма поволет оценит скорост сходимости максимума и влетс клчевой
в нашем докаателстве.
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Лемма 2. Пуст функци F (x) непрерывна на отреке [l; r] и имеет единственный глобалный
максимум в точке x0, причём F ′′(x0) < 0. Пуст St ⊂ [l; r] - последователност конечных
подмноеств, таких что расстоние меду соседними элементами в St ∪ {l, r} ограничено
сверху функцией d(t). Рассмотрим последователност функций Ft(x) на St, таких что |Ft(x)−
F (x)| ограничено сверху функцией g(t). Тогда

max
x∈St

Ft(x) = F (x0) +OF


g(t) + d(t)2


, (1)

argmax
x∈St

Ft(x) = x0 +OF


g(t) + d(t)


. (2)

Напомним, что апис f(t) = OF (g(t)) оначает существование константы C(F ) (ависщей
от F , но не от t), такой что дл лбых t выполнено |f(t)| ≤ C(F )|g(t)|.

Докаателство. Обоначим

xt := argmax
x∈St

Ft(x),

x′t := argmin
x∈St

|x− x0|,

G(x) :=


F (x0)−F (x)
(x−x0)2

, if x ∕= x0,

−F ′′(x0)/2, if x = x0.

Посколку x0 - локалный экстремум F , ралоение в рд Тейлора функции F (x) в точке x = x0
имеет следущий вид:

F (x) = F (x0) +
F ′′(x0)

2
(x− x0)

2 + o

(x− x0)

2

.

Посколку F (x) непрерывна, G(x) таке непрерывна на [l; r]. Кроме того, G(x) > 0, посколку
F ′′(x0) < 0 и F (x0) > F (x) дл лбых x ∕= x0. Следователно, существут полоителные
константы LF , RF , такие что дл лбых x ∈ [l; r] выполнено

LF < G(x) < RF . (3)

Подставл x = x′t и исполу втору част неравенства (3), имеем

F (x′t) = F (x0)−G(x′t)(x
′
t − x0)

2 > F (x0)−RF · d(t)2.

Так как xt = argmaxx∈St
Ft(x) и |Ft(x)− F (x)| < g(t), по неравенству треуголника

F (xt) ≥ Ft(xt)− g(t) ≥ Ft(x
′
t)− g(t) ≥ F (x′t)− 2g(t).

Комбиниру предыдущие два неравенства, получаем

F (x0) ≥ F (xt) > F (x0)−RF · d(t)2 − 2g(t).

Это докаывает оценку (1). Дл докаателства оценки (2) подставим x = xt в перву част
неравенства (3) и восполуемс оценкой (1):

(xt − x0)
2 =

F (x0)− F (xt)

G(xt)
≤ F (x0)− F (xt)

LF
= OF


d(t)2 + g(t)


.

Таким обраом,

|xt − x0| = OF


d(t)2 + g(t)


= OF


d(t) +


g(t)


.
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Лемма 3. Дл лбых δ > 0 и целых x, t, таких что x + t нечётно и t/
√
2 − δt1/3 < x < t/

√
2,

выполнено

Ã1(x, t) = (−1)(|x|−t+1)/221/3t−1/3Ai(−θ(x/t)t2/3) +Oδ


1

t


.

Докаателство. Искома оценка следует и предлоени 1 и следущего ралоени:


4θ(v)

1− 2v2

1/4

=


4 ·

θ(1/
√
2) + θ′(1/

√
2)(v − 1/

√
2) +O


(v − 1/

√
2)2



v − 1/
√
2

· v − 1/
√
2

1− 2v2

1/4

=

=

4 ·


−25/6 +O(v − 1/

√
2)

·

−2−3/2 +O(v − 1/

√
2)
1/4

= 21/3 +O(v − 1/
√
2) =

= 21/3 +Oδ(t
−2/3).

Введём следущие обоначени:

f(v) :=


4θ(v)

1− 2v2

1/4

,

ut(v) := −θ(v)t2/3.

При фиксированном t рассмотрим амену

u = ut(v). (4)

аметим, что по лемме 1 эта функци имеет полоителну проиводну, что таке верно дл
обратной амены:

v = vt(u) = θ−1(−ut−2/3). (5)

Лемма 4. Существует δ > 0, удовлетворщее следущему услови: дл лбых целых x, t,
таких что x+ t нечётно и 0 ≤ x ≤ t/

√
2− δt1/3, выполнено

|Ã1(x, t)| ≤ t−1/3Ai(0) +O


1

t


.

Докаателство. Сделав амену (4), и предлоени 1 получаем

|Ã1(x, t)| = t−1/3f(vt(u))|Ai(u)|+O


1

t


при u = ut(x/t). (6)

По лемме 1 функци f(v) непрерывна на [0; 1/
√
2) и имеет конечный предел в точке v = 1/

√
2.

Следователно, |f(v)| < M при некотором фиксированном M . Посколку Ai(u) → 0 при u → −∞
и Ai(0) > 0, существует u0 < 0, такое что

|Ai(u)| < Ai(0)/M дл лбого u ≤ u0. (7)

Выберем δ > 0, не ависщее от t, чтобы дл лбого w > 0 и области определени θ−1(w)
выполнлос (θ−1(w)− θ−1(0))/w ≥ δ/u0. Тогда и формулы (5) следует

vt(u0) = θ−1(−u0t
−2/3) ≥ θ−1(0)− δt−2/3 = 1/

√
2− δt−2/3 ≥ x/t

дл лбого x ∈ [0; t/
√
2− δt1/3]. Применим ut к обеим частм и получим

u = ut(x/t) ≤ u0 дл лбого x ∈ [0; t/
√
2− δt1/3].

Таким обраом, и (6) и (7) следует

|Ã1(x, t)| ≤ t−1/3 ·M · Ai(0)
M

+O


1

t


= t−1/3Ai(0) +O


1

t


.
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Лемма 5. Существует δ > 0, такое что дл лбого t выполнено

argmax
x∈[0;t]
x+t odd

|Ã1(x, t)| ∈ [t/
√
2− δt1/3; t/

√
2]. (8)

Докаателство. И предлоени 2 следует, что точка максимума леит на полуинтервале
[0; t/

√
2). Применим лемму 4 и рассмотрим такое δ > 0, что дл лбого x ∈ [0; t/

√
2 − δt1/3]

нуной чётности выполнено

|Ã1(x, t)| ≤ t−1/3Ai(0) +O


1

t


. (9)

Бе ограничени общности предполоим δ > 10. Рассмотрим последователност

xt := max{x ∈ Z | x/t < 1/
√
2, x+ t odd} ∈ (t/

√
2− δt1/3; t/

√
2).

Тогда ut(xt/t) = O(t−1/3), и по лемме 3 получаем следущу оценку:

|Ã1(xt, t)| = t−1/3(Ai(0) +O(t−1/3)) +Oδ


1

t


= 21/3t−1/3Ai(0) +Oδ


t−2/3


. (10)

Сравнива (9) и (10), получаем, что искома точка максимума леит на отреке [t/
√
2−δt1/3; t/

√
2]

при достаточно болших t. Сдвинув δ, добёмс попадани в отреок дл лбого t.

Докаателство теоремы 1. афиксируем δ и леммы 5 и обоначим

St := {ut(x/t) | x ∈ [t/
√
2− δt1/3; t/

√
2], x+ t odd}.

Рассуда аналогично как в лемме 4, моно покаат, что St ⊂ [u0; 0] при некотором фиксиро-
ванном u0, не ависщем от t. Посколку функци θ(v) липшицева, расстоние меду соседними
элементами в St оцениваетс как O(t−1/3). Дл u ∈ St обоначим

Ft(u) := |Ã1(tvt(u), t)| ·

t

2

1/3

= |Ai(u)|+Oδ(t
−2/3),

последнее равенство следует и леммы 3. Применим лемму 2 к Ft(u), F (u) = |Ai(u)|, d(t) =
O(t−1/3), g(t) = Oδ(t

−2/3). Тогда

max
u∈St

Ft(u) = Ai(α) +Oδ(t
−2/3),

argmax
u∈St

Ft(u) = α+Oδ(t
−1/3),

где α := argmaxx∈RAi(x) = argmaxx∈R |Ai(x)|. Наконец, примен лемму 1, получаем

max
x∈[0;t]
x+t odd

|Ã1(x, t)| = max
u∈St

|Ã1(tvt(u), t)| = Ai(α) · 21/3t−1/3 +O


1

t


,

argmax
x∈[0;t]
x+t odd

|Ã1(x, t)| = t · vt

argmax

u∈St

|Ã1(tvt(u), t)|


= t · θ−1


−αt−2/3 +O


1

t


=

= t ·

θ−1(0) + (θ−1)′(0)


−αt−2/3 +O


1

t


+O(t−4/3)


=

t√
2
+ α · 2−5/6t1/3 +O(1).
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