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1. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà n îïðåäåëèì ôóíêöèþ S(n) = n − m2, ãäå
m � íàèáîëüøåå òàêîå öåëîå ÷èñëî, ÷òî m2 ≤ n. Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà
A îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0 = A è ak+1 = ak + S(ak) äëÿ k ≥ 0. Äëÿ êàêèõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë A ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ (íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ýëåìåíòà
áóäåò ïîñòîÿííîé)?

2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòðåçîê I �ïðîòûêàåò� ñôåðó S (â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå), åñëè
I ïåðåñåêàåò S â äâóõ òî÷êàõ (âêëþ÷àÿ ñëó÷àé, êîãäà ýòè äâå òî÷êè ñîâïàäàþò). Êàêîå
ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ñôåð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (êàñàòüñÿ äðóã
äðóãà ñôåðû ìîãóò, ñîäåðæàòü îáùèå òî÷êè âíóòðåííîñòè � íåò) ìîæåò ïðîòûêàòü îòðåçîê
äëèíû 100?

3. Íàéäèòå âñå òàêèå ìàòðèöû X, ÷òî X2 = A, ãäå ìàòðèöà A èìååò âèä

A =


0.25 1 0 0
0 0.25 0 0
0 0 0.25 1
0 0 0 0.25


4. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ∫ 1

0

|f ′(x)|2|f(x)| 1√
x
dx

ñðåäè âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f : [0, 1] → R ñ óñëîâèÿìè f(0) = 0

è
1∫
0

|f ′(x)|2dx ≤ 1.

5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r(n) ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âåðøèíû
êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò êàêîìó-òî ìíîæåñòâó èç n ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Äîêà-
æèòå, ÷òî

i.) lim
n→∞

r(n)

n2
= ∞;

ii.) lim
n→∞

r(n)

n3
= 0.


