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II êàòåãîðèÿ (2+ êóðñ)

1. Ðàññìîòðèì àääèòèâíóþ ãðóïïó Z2. Ïóñòü H � ýòî íàèìåíüøàÿ ïîäãðóïïà â
Z2, ñîäåðæàùàÿ (3, 8), (4,−1) è (5, 4), è ïóñòü Hxy � ýòî íàèìåíüøàÿ ïîäãðóï-
ïà, ñîäåðæàùàÿ (0, x) è (1, y). Íàéäèòå òàêóþ ïàðó (x, y), ãäå x > 0, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü H = Hxy.

2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f 3(x)+2f(x)−x = 0. Âû÷èñëèòå
èíòåãðàë ∫ 3

0

f(x)dx

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: a1 = 1
2 è an+1 =

an − a2n ïðè n ≥ 1. Äîêàæèòå, ÷òî limn→∞ ncn = 1.

4. Â d-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Rd äàíû äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ íàáî-
ðà x1, . . . , xd è y1, . . . , yd ïî d âåêòîðîâ â êàæäîì. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ êàæäîãî
èíäåêñà i îò 1 äî d âêëþ÷èòåëüíî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

χ(yi, x2, . . . , xd)χ(y1, . . . , yi−1, x1, yi+1, . . . , yd) ≥ 0,

ãäå ôóíêöèÿ χ : Rd → R îïðåäåëåíà êàê χ(x1, . . . , xd) = sgn(det(x1, . . . , xd)).
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà òàêæå âûïîëíÿåòñÿ χ (x1, . . . , xd)χ (y1, . . . , yd) ≥ 0.

5. Ïóñòü K = {K1, . . . , Kn} � òàêîé íàáîð âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â Rd, ÷òî ñòàí-
äàðòíûé åäèíè÷íûé øàð B (ñ ðàäèóñîì 1 è öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò)
èìååò îáùóþ òî÷êó ñ ïåðåñå÷åíèåì ïðîèçâîëüíûõ k ìíîæåñòâ Ki èç ýòîãî
íàáîðà K. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà x ∈ Rd, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ìíîæåñòâà Kj ∈ K âûïîëíåíî

dist(x,Ki) ≤
1√
k
.


