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Ñëó÷àéíûé ãðàô

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ñëó÷àéíûé ãðàô � ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðè-
íèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ íà êàêîì-òî ìíîæåñòâå ãðàôîâ.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâå ìîäåëè, êîòîðûå ïîçæå îêàæóòñÿ âî ìíîãîì
ïî÷òè ýêâèâàëåíòíûìè:

Îïðåäåëåíèå

Ñëó÷àéíûé ãðàô â áèíîìèàëüíîé ìîäåëè G(n, p) � ýòî ãðàô íà n âåðøèíàõ,

â êîòîðîì êàæäîå èç ð¼áåð ïðîâåäåíî íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ñ âåðîÿòíîñòüþ

p.

Îïðåäåëåíèå

Ñëó÷àéíûé ãðàô â ðàâíîìåðíîé ìîäåëè G(n,m) � ýòî ãðàô íà n âåðøèíàõ,

âûáðàííûé ðàâíîâåðîÿòíî èç ìíîæåñòâà

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî íîòàöèè íå îòëè÷àþòñÿ íè÷åì êðîìå èñïîëüçóåìîé ïå-
ðåìåííîé.

Çàìå÷àíèå

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, (G(n, p)
∣∣|E| = m)

d
=G(n,m).
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Ñâîéñòâà ãðàôà

Îïðåäåëåíèå

Çà Gn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ãðàôîâ áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð íà n
âåðøèíàõ.

Îïðåäåëåíèå

Ñâîéñòâîì ãðàôà Q = (Q1, Q2, . . . ), Qi ⊆ Gi íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî

ãðàôîâ. Åñëè ãðàô îáëàäàåò ñâîéñòâîì, áóäåì ïèñàòü G |= Q.

Îïðåäåëåíèå

Íàçîâ¼ì ñâîéñòâî Q âîçðàñòàþùèì, åñëè äëÿ ëþáûõ G′ ⊆ G ñ îäèíàêîâûì

êîëè÷åñòâîì âåðøèí èç G′ |= Q ñëåäóåò G |= Q. Ïî àíàëîãèè îïðåäåëÿþòñÿ

óáûâàþùèå ñâîéñòâà. Âîçðàñòàâþùèå è óáûâàþùèå ñâîéñòâà íàçûâàþòñÿ ìî-

íîòîííûìè.

Ñâÿçíîñòü, ãàìèëüòîíîâîñòü, íåäâóäîëüíîñòü � ïðèìåðû ìîíîòîííûõ ñâîéñòâ.
×¼òíîñòü ÷èñëà ð¼áåð, î÷åâèäíî, íåìîíîòîííî.
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Ñâîéñòâà ãðàôà

Ó ñëóøàòåëÿ ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: íàñêîëüêî îñìûñëåí âîïðîñ èññëå-
äîâàíèÿ ñâîéñòâ ñëó÷àéíîãî ãðàôà, è ÷åì îí ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò
äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ?
Îêàçûâàåòñÿ, íàëè÷èå íåêîòîðûõ ñâîéñòâ (íàïðèìåð, ãàìèëüòîíîâîñòè) î÷åíü
ëåãêî âû÷èñëèòü äëÿ ñëó÷àéíîãî ãðàôà ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ, â òî âðåìÿ
êàê â îáùåì ñëó÷àå íà âîïðîñ ¾ãàìèëüòîíîâ ëè ãðàô¿ áûñòðî îòâåòèòü íåëüçÿ
(ñêîðåå âñåãî).
Áîëåå òîãî, â ðàçíûõ ñèòóàöèÿõ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ðàçíûå ìîäåëè ñëó÷àé-
íûõ ãðàôîâ, è êàê ïèñàëîñü âûøå, îíè î÷åíü ïîõîæè.

Ëåììà

Ïóñòü Q � íåêîòîðîå ìîíîòîííîå ñâîéñòâî, è çàäàíà ôóíêöèÿ m = m(n) ∈
{0, 1, . . . , N}, ãäå N = C2

n, ïðè ýòîì m,N −m = ω(1). Òîãäà åñëè

P
(
G
(
n,

m

N

)
|= Q

)
→ 1 ïðè n → ∞,

òî

P (G (n,m) |= Q) → 1 ïðè n → ∞,
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Ñâîéñòâà ãðàôà

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü Q � íåêîòîðîå ìîíîòîííîå ñâîéñòâî, è çàäàíà ôóíêöèÿ m = m(n) ∈
{0, 1, . . . , N}, ãäå N = C2

n, ïðè ýòîì m,N −m = ω(1). Òîãäà åñëè

P
(
G
(
n,

m

N

)
|= Q

)
→ 0 ïðè n → ∞,

òî

P (G (n,m) |= Q) → 0 ïðè n → ∞,

Ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé Q íà åãî äîïîëíåíèå.
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Ïîðîãîâûå âåðîÿòíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñâîéñòâî Q îáëàäàåò ïîðîãîâîé âåðîÿòíîñòüþ p(n), åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1 ïðè π = o(p) P(G(n, π) |= Q) → 0.

2 ïðè π = ω(p) P(G(n, π) |= Q) → 1.

Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñâîéñòâî Q îáëàäàåò òî÷íîé ïîðîãîâîé âåðîÿòíîñòüþ

p(n), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1 ïðè π = o(p) P(G(n, π) |= Q) → 0.

2 ïðè π = ω(p) P(G(n, π) |= Q) → 1.

Çàìåòèì, ÷òî ïîðîãîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè îáëàäàþò íå òîëüêî âîçðàñòàþùèå
ñâîéñòâà: òàê, íàïðèìåð, ñâîéñòâî ¾Â ãðàôå åñòü ðîâíî îäíà êîìïîíåíòà ñâÿç-
íîñòè, ñîäåðæàùàÿ áîëüøå

√
n âåðøèí¿ íåìîíîòîííî, íî îáëàäàåò ïîðîãîâîé

âåðîÿòíîñòüþ 1/n (ïðè÷¼ì òî÷íîé).
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Ïîðîãîâûå âåðîÿòíîñòè

Ëåììà

Ó ëþáîãî âîçðàñòàþùåãî ñâîéñòâà åñòü ïîðîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü.

Íåêîòîðûå ïðèìåðû:

Òî÷íàÿ ïîðîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü ñâçÿíîñòè � lnn
n (áîëåå òîãî, äëÿ p(n) =

lnn+x
n ãðàô ï.í. ñâÿçåí, åñëè x → ∞ è ï.í. íåñâÿçåí ïðè x → −∞).

Ãàìèëüòîíîâîñòü: ïðè p(n) = lnn+ln lnn+x
n ãðàô ï.í. ãàìèëüòîíîâ, åñëè

x → ∞ è ï.í. íåãàìèëüòîíîâ ïðè x → −∞
Äëÿ ñâîéñòâà ñîäåðæàíèÿ êàêîãî-ëèáî ôèêñèðîâàííîãî ïîäãðàôà H: çà d
îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ ïëîòíîñòü ïîäãðàôîâ H, òîãäà ïîðîãîâàÿ âåðî-
òÿòíîñòü � p(n) = n−1/d. Ïëîòíîñòü ãðàôà � êîëè÷åñòâî ð¼áåð, äåë¼ííîå
íà êîëè÷åñòâî âåðøèí.
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Ýâîëþöèÿ ñëó÷àéíîãî ãðàôà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ãðàô G(n, p), p = c/n.
Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

1 ïðè c = 0 P(G àöèêëè÷åí) → 1.

2 ïðè c ∈ (0, 1) ãðàô ñîñòîèò èç äðåâåñíûõ è óíèöèêëè÷åñêèõ êîìïîíåíò,
ðàçìåð êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò O(lnn).

3 ïðè c = 1 â ãðàôå èìåþòñÿ êîìïîíåíòû ðàçìåðà Θ(n2/3), ñðåäè êîòîðûõ
åñòü êàê äåðåâüÿ è óíèöèêëè÷åñêèå êîìïîíåíòû, òàê è ñëîæíûå.

4 ïðè c > 1 ï.í. èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà ëèíåéíîãî ðàçìåðà β(c) ·
n(1 + o(1)), â òî âðåìÿ êàê ðàçìåð îñòàëüíûõ êîìïîíåíò íå ïðåâîñõîäèò
O(lnn). èçâåñòíî, ÷òî β(c) � íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ e−βc+β = 1.

Ôàçîâûé ïåðåõîä ïðè c = 1 òàêæå íàçûâàåòñÿ äâîéíûì ñêà÷êîì.
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k-ÿäðà

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ⩾ 2 ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà-
ôà, ÷òî íà èíäóöèðîâàííîì ïîäãðàôå ñòåïåíü ëþáîé èç íèõ íå ìåíåå k. Ýòî
ìíîæåñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü, èòåðàòèâíî óäàëÿÿ èç ãðàôà ¾ë¼ãêèå¿ âåðøèíû
(ñî ñòåïåíüþ < k). Ýòî ìíîæåñòâî íàçîâ¼ì k-ÿäðîì ãðàôà.

Ëåììà

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ c > 0, k ⩾ 2 ðàññìîòðèì γk(c) � íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâ-

íåíèÿ γ = P(Pois(γc) ⩾ k). Åñëè γk(c) = 0, òî ï.í. k-ÿäðî îòñóòñòâóåò. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå åãî ðàçìåð ðàâåí αk(c) · n(1 + o(1)), ãäå

αk(c) = P(Pois(γk(c) · c) ⩾ k + 1).
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